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Chapitre 1

Mécanique Newtonienne et
Electromagnétisme : les conflits

Historiquement, c’est d’abord la théorie ondulatoire de la lumiére (Fresnel, 1820) qui a posé un
probléme : 'onde lumineuse était censée avoir comme support un milieu (Péther) , qui définissait un
référentiel particulier. Pour sauvegarder les observations optiques (locales ou astronomiques) Fresnel
imagine un “entrainement partiel” de I’éther dans les milieux transparents.

La construction progressive de I’électromagnétisme, qui aboutit aux fameuses équations de Maxwell
(1865), n’arrange pas les choses. Elle prédit, entre autres, la propagation d’ondes dans le vide avec une
vitesse ¢ = 1/,/Eofio- Si c est une vraie constante, ces équations ne peuvent donc étre valables que dans
un référentiel particulier.

La Relativité (Einstein, 1905) est le cadre qui permettra de rendre les équations de Maxwell invariantes
par changement de référentiel, sans avoir a les modifier.

1.1 La Relativité Galiléenne

Quand on écrit la loi de Newton :

F=mad (1.1)
I’accélération @ est invariante par changement de référentiel galiléen ; la masse est implicitement supposée,
elle aussi, invariante. Donc si les forces sont elles-mémes indépendantes du choix du référentiel (nous
verrons des contre-exemples...), la loi de Newton est invariante galiléenne'.

Le “si” dans la phrase qui précede pese lourd : si la force gravitationnelle

Gm1m2

Fip=— i (1.2)

i
est indépendante du référentiel, il faut supposer qu’elle a un caracteére instantané (une vitesse finie pour
la propagation d’une action ne serait pas la méme pour tous les observateurs) : donc, tout déplacement
d’une masse a un effet immédiat dans tout I’Univers! Cette difficulté ne sera résolue qu’avec le Relativité
Générale.

IEn général, dire qu’une loi physique est invariante ne veut pas dire que chacun des termes de I’équation est inchangé
dans un changement de référentiel, mais seulement que la relation entre eux reste valable. Par exemple, la loi de Newton
généralisée & un référentiel non galiléen (incluant les forces dites d”’inertie”) est invariante, bien que 1’accération ne le soit
plus.
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1.2 Propagation de la lumiére : Observations et expériences

1.2.1 Vitesse dans le vide

La premiere vraie mesure (Romer, 1675) repose sur une observation astronomique : la fréquence
apparente des occultations des satellites de Jupiter dépend du rapport de la vitesse relative de la Terre
par rapport & Jupiter sur la vitesse de la lumiere, et varie donc au cours de 'année ; cette mesure (qui est
une utilisation de D’effet Doppler avant la lettre!) était imprécise, car les distances astronomiques étaient
mal connues. Bien plus tard, la méthode de la roue dentée tournant a grande vitesse sur le trajet d’un
faisceau lumineux faisant un aller-retour sur une grande distance (Fizeau, 1842) donna la valeur connue
actuellement (en fait, c’était la vitesse dans lair, peu différente de c).

1.2.2 Ondes ou corpuscules ?

La théorie corpusculaire de Newton sous-entendait que la vitesse des grains de lumiére était la com-
posée de la vitesse de I’émetteur et de la vitesse d’éjection intrinséque (toujours largement dominante
pour les sources envisagées a I’époque). Par ailleurs, pour interpréter la réflexion et la réfraction, il fallait
admettre que ces grains étaient affectés par la traversée d’une interface; la force subie étant, par raison
de symétrie, perpendiculaire a linterface, un angle de réfraction inférieur a ’angle d’incidence impliquait
une accélération : la lumiere devait donc aller plus vite dans les milieux transparents que dans le vide.
Par contre, pour une onde, la loi des sinus pour la réfraction implique une vitesse ¢/n, inférieure & celle
dans le vide.

L’observation des interférences et de la diffraction vers 1800 a amené & considérer la lumieére comme
une onde, c’est a dire, suivant les conceptions de ’époque, comme la vibration d’un milieu, I’éther, qui
devait avoir un énorme rapport rigidité/densité (pour expliquer une vitesse de propagation trés grande)
et baigner le vide, ainsi que tous les milieux transparents. La mesure de la vitesse de la lumiere dans
Peau, par une méthode interférométrique (Foucault, 1850), est venue corroborer sa nature ondulatoire.

1.2.3 Le probléeme du mouvement de 1’éther

Comme les lois de 'optique sont vérifiées précisément & toute heure et en toute saison, les mouvements
de la Terre ne semblent pas avoir d’effet sur sa vitesse par rapport & l’éther. On peut imaginer que
localement, 1’éther “accompagne” la Terre, mais alors les observations astronomiques seraient distordues,
ce qui est contraire, par exemple, aux observations sur ’aberration angulaire des étoiles (Bradley, 1728).
Par ailleurs, I’hypothese de I’éther introduit un référentiel privilégié : ce n’est pas, en soi, contradictoire
avec les lois de Newton, mais c’est génant pour I'universalité des lois physiques.

Pour résoudre le paradoxe de 'insensibilité des lois de I'optique aux mouvements de la Terre, Fresnel
(1818) a imaginé un “entrainement partiel” de I’éther , avec un coefficient 1—1/n? (plus I'indice est élevé,
plus l’éther est entrainé), qui rétablirait la bon rapport entre les vitesses dans deux milieux d’indices
différent.

L’expérience de Fizeau (1851) , qui consistait & mesurer la vitesse de la lumiére dans un écoulement
d’eau (plus précisément la différence entre une propagation dans le sens du courant et en sens opposé,
voir Fig.1.1), a donné un résultat compatible avec cette hypothése.

D’une facon générale, on peut dire que par un artifice plus ou moins convaincant, on s’est débarrassé
des effets du premier ordre en v/ec.
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F1G. 1.1 — Le principe de 'expérience de Fizeau (vitesse de la lumiére dans un courant d’eau de vitesse v) : si «
est le coefficient d’entrainement de 'éther, le temps du parcours AA’ + B'B est 2L/(c/n + aw), celui du parcours
BB’ + A'A est 2L/(c/n — aw); la différence 4Law/((c/n)* — a®v?) correspond, pour une longueur d’onde A (et
pour v < ¢) & un nombre de franges 4n*>L/\.av/c

1.2.4 La crise finale et le dénouement

Plus tard (& partir de 1881) Michelson (puis Michelson et Morley) ont essayé (en vain) de mettre en
évidence un “vent d’éther” par une méthode interférométrique tres précise, capable de détecter des effets
en (v/c)?, méme pour v nettement inférieure & la vitesse orbitale de la Terre (voir Fig.1.2) ; cette absence
était difficile & interpréter dans le modele de entrainement partiel.

miroir

miroir

source

observation des interferences

F1G. 1.2 — Le principe de expérience de Michelson et Morley : Si le vent d’éther (de vitesse v) est paralléle au
bras 1, le parcours aller-retour sur ce bras dure Li/(c —v) + L1 /(c +v) = 2Lic/(c* —v?); sur le bras 2, la vitesse
de propagation est v/c? —v? (sa composée avec une vitesse v perpendiculaire doit donner ¢ dans le référentiel
de I’éther), donc le temps est 2Ly /v/c? — v? ; une rotation de 90 degrés échange la position des deux bras, et la
différence entre les décalages vaut 2(L1 + L2)/c (1/(1 — v?/c®) — 1/4/1 = v?/c?), c’est-3-dire, pour v < ¢, un
nombre de franges égal & (L1 + L2)/X. (v/c)?, ce qui permet une sensibilité sur 8 de 'ordre de 10™*
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Leurs résultats constamment négatifs ont amené & d’autres interprétations, notamment une “contrac-
tion des longueurs” en 1—v?/2¢? dans la direction du mouvement (FitzGerald 1889, Lorentz). Finalement,
Lorentz (1904) et Poincaré (1905) en sont arrivés & écrire des lois de transformation sur les coordonnées
et le temps, qui préservent 'invariance par changement de référentiel,... en les considérant comme des
artifices liés & 1’électromagnétisme; Einstein en a fait des formules de base, pour 'ensemble des lois
physiques.

1.3 Les difficultés internes de I’électromagnétisme prérelativiste

L’électrostatique de Coulomb est calquée sur la gravitation (& part 'existence de charges de deux
signes), et ne pose pas de problémes nouveaux. La magnétostatique non plus, tant qu’on ne considére
que des actions entre dipdles (aimants élémentaires).

Les choses se compliquent & partir du moment ol on relie les effets magnétiques aux charges en
mouvement. Par exemple, la force magnétique sur une charge s’écrit :

F=q#xB (1.3)

Elle dépend de la vitesse, donc du choix du référentiel! Notons que le probléme ne se pose pas pour la
force “de Laplace” sur un élément de courant, qui ne change pas avec le référentiel, si le support est
globalement neutre ; la notion de force “de Lorentz” n’est apparue qu’apres le découverte de corpuscules
comme ’électron, & la fin du 19éme siecle.

Pis encore, si nous considérons le champ magnétique comme créé par une charge en mouvement, nous
obtenons la force magnétique entre charges :

ﬁlz = & % (171 X ’1712) X 172 (14)

qui n’obéit méme plus & la loi de ’action et de la réaction! Remarquons cependant que, si v; et vy sont
petits par rapport & ¢, cette force est tres petite par rapport & la force électrique (de Coulomb) entre ces
mémes charges : c’est un effet du second ordre en v/ec.

Un autre aspect du conflit vient des lois de 'induction : un champ magnétique B variable induit une
f.e.m. dans un circuit, donc une forme de champ électrique ; mais un champ peut étre statique dans un
référentiel, et variable dans un autre, s’il n’est pas uniforme : le champ électrique peut donc dépendre du
référentiel.

On voit apparaitre ici 'idée qu’un changement de référentiel doit “mélanger” les champs électrique et
magnétique. Cette 1dee apporte un début de réponse au paradoxe de la force magnétique : la dépendance
en vitesse de ¢ ¥ X B pourra étre compensée par un terme ¢ E' dans un autre référentiel de vitesse relative
Uy, avec la relation

E'=v.x B (1.5)

Un autre exemple de ce mélange : un condensateur chargé engendre un champ électrique E = o/eq i entre
ses plaques; un observateur se déplacant avec une vitesse v, parallelement aux plaques, y verra deux
nappes de courant, de directions opposées, créant un champ magnétique B’ = ugo @i X v, soit encore :
o
s Uy —
B'= 5 xE (1.6)
c
On voit se dessiner une dualité entre les quantités F et ¢B (de méme dimensionalité), avec des effets
d’ordre 1 en § = v, /c.

La synthese réalisée par les équations de Maxwell , non seulement englobe tous les phénomenes connus
précédemment, mais permet d’en prédire de nouveaux, notamment les ondes électromagnétiques (en pas-
sant, on réinterprete les ondes lumineuses comme un cas particulier). Nous allons écrire ces équations
sous une forme “homogénéisée” par des facteurs ¢ judicieusement placés :
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temps ~ distance
densité de charge <> densité de courant
champ électrique ¢ champ magnétique

En posant kK = 1/eg :

V.E = kp
V.cB) = 0
- = OB _
VXCB_(?(ct) = kj/c (1.9)
- — 6(05) _
VxE+ oy = 0 (1.10)

La dualité pourrait étre parfaite avec des charges magnétiques; celles-ci n’ont pas encore été observées,
mais la théorie ne les exclut pas.

La non-invariance galiléenne de ces équations vient du fait que les deux dernieres relient des dérivées
par rapport au temps & des dérivées par rapport aux coordonnées d’espace ; une transformation de Galilée
change les dérivées spatiales en une combinaison de dérivées spatiales et temporelles, mais les dérivées
temporelles restent “pures”. En combinant ces équations dans le vide, on obtient I’équation de propagation
(de D’Alembert) manifestement incompatible avec 'invariance galiléenne si £¢ et po (donc aussi ¢) sont
de vraies constantes universelles.

Le grand succes de la Relativité a été de résoudre toutes les incohérences en méme temps.



Chapitre 2

Les transformations de
I’espace-temps

Deux ingrédients sont & la base de la Relativité, I’'un positif, autre négatif (un verrou intellectuel &

supprimer) :

— Les lois de I’électromagnétisme, comme celles de la mécanique, doivent étre les mémes dans tous
les référentiels galiléens. En particulier la vitesse ¢ de la lumiére dans le vide est une constante
universelle.

— Le temps n’est plus absolu ; la chronologie des événements dépend du référentiel de I'observateur.

Le premier point est fortement suggéré par les faits expérimentaux. Le second est contraire au sens

commun, mais le caractére absolu du temps n’a été expérimenté qu’avec des vitesses relatives trés faibles
par rapport a c. Dans ce cas, il est avéré que deux horloges fonctionnant parfaitement, synchronisées une
fois (ce qui suppose qu’elles coincident dans ’espace), le restent lors de toute rencontre ultérieure, quels
que soient leurs mouvements relatifs intermédiaires; mais rien ne prouve que ceci reste valable pour de
grandes vitesses relatives. D’autres concepts (comme celui de solide indéformable) peuvent étre remis en
cause sans contredire I'expérience courante aux “faibles” vitesses.

L’évidence subjective suggere que le temps et I’espace ne sont pas équivalents : on ne fait pas demi-tour
dans le temps comme une rue; nous verrons que ceci reste vrai en Relativité.

2.1 Repérage dans un référentiel

La Relativité garde la notion de référentiel galiléen, et aussi la notion d’homogénéité et d’isotropie de
I’espace ; on admet, conformément aux expériences a faible vitesse, que deux observateurs sans mouvement
relatif ont la méme échelle de temps (& une constante additive pres), et le méme repeére pour l'espace (&
une translation et/ou une rotation pres); en particulier, l'intervalle de temps et la distance entre deux
évenements est la méme pour les deux; il en est donc de méme pour toute vitesse (en norme).

Toutefois, pour pouvoir réaliser des expériences permettant de tester la théorie, il faut préciser une
méthode opérationnelle pour établir un repérage de ’espace et du temps. Dans un premier temps, a
partir d’un étalon de longueur, on peut imaginer qu’on remplir 'espace d’un “treillis” d’axes orthogonaux
entre eux, gradués; on y installe des horloges indéréglables, qu’on synchronise par ’échange de signaux
électromagnétiques’. Le systéme GPS est un exemple de réalisation concrete d’un tel repérage, & ceci
prés qu’il n’est pas rigide et doit étre constamment remis a jour, et tenir compte des fluctuations de

1En principe, il faut un donc temps infini pour construire un repére pour 1’espace entier dans un référentiel donné ; en
pratique, nous supposerons que tous ceux qui seront “visités” ont été, en quelque sorte, pré-équipés dans tout le domaine
exploré.

10



4.4, UIN BAEMEPLE OIMEPLE DE L RANSEURNMALION DES DUREES E1 DES DIS1TAINCES 11

la propagation (’atmosphére n’est pas vide)... et aussi d’effets gravitationnels décrits par la Relativité
Générale.

2.2 Un exemple simple de transformation des durées et des dis-
tances

L’expérience de Michelson suggere un calcul simple du temps d’aller-retour d’un rayon lumineux qui
se réfléchit sur un miroir, avec une vitesse ¢ dans tout référentiel. Considérons d’abord un mouvement
relatif transversal (parallélement au miroir), selon la figure 2.1.

referentiel R -~ referentiel R’
VRIR

VAt

F1G. 2.1 — Transformation des temps dans une translation

Dans R, on trouve un temps At = 2L/c entre les deux événements “départ” et “retour”, qui ont

lieu au méme endroit; dans R', le déplacement latéral est de vAt', la distance parcourue est donc
2/L? + (vAt'/2)2, qui doit étre égale & cAt' : on obtient ainsi la transformation :

A= 2L (2.1)

Si nous appelons “temps propre” le temps écoulé entre deux événements pour un observateur qui les
voit au méme liew, on voit que le temps mesuré par un autre observateur est plus long. C’est le phénomene
appelé dilatation des durées (& ne pas isoler de son contexte!).

Envisageons maintenant un mouvement relatif longitudinal (perpendiculairement au miroir), selon la
fig. 2.2.

referentiel R
referentiel R

reflexion

F1G. 2.2 — Transformation des longueurs dans une translation
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Dans R, on a toujours At = 2L/c. Par contre, dans R', les trajets aller et retour n’aurons pas la
méme durée; soit L' la distance (dans R'), du point O au miroir (qui se déplacent tous deux & la vitesse
v) : le temps pour 'aller sera Aty = L/(c—v) et pour le retour Aty = L/(c+v), donc pour I’aller-retour
At' = 2L'¢/(c? —v?). Si la formule de dilatation des durées s’applique pour passer de At & At', on trouve :

! U2
L'=L\/1- 2 (2.2)
La “longueur propre” d’un objet étant par définition celle mesurée dans son propre référentiel (celui ou
il est immobile), la longueur mesurée dans un autre sera plus courte : c’est la contraction des longueurs
(ici encore, ne pas faire d’usage abusif!)

2.3 Invariances et transformations de Lorentz

2.3.1 Invariance de l’intervalle

Formalisons maintenant, de fagon plus générale, le changement de coordonnées d’un référentiel R (Ozyzt)
& un autre R'(0'2'y’'2't'). On note ¥z:/x la vitesse relative (uniforme et constante) de R' par rapport
a R. Pour des raisons d’homogénéité, la transformation des coordonnées doit étre linéaire. Si un rayon
lumineux part de (z,y, 2) a Uinstant ¢, et arrive en (z + Az, y + Ay, z + Az) a Uinstant ¢ + At (dans R),
avec les coordonnées correspondantes dans R', on a, d’aprés 'invariance de ¢ :

(cAt)? — (A2 + Ay® + A2?) = (cAt')? — (Az"? + Ay'? + A2'?) =0 (2.3)

Autrement dit, la forme quadratique As? = (cAt)? — (Az? + Ay? + Az?) (Uintervalle) s’annule simul-
tanément dans R et R', sur une hypersurface appelée cone de lumiére; mathématiquement, ceci implique
que les deux expressions sont proportionnelles. Le coefficient de proportionalité dépend a priori du mou-
vement relatif des deux référentiels; si on admet la réciprocité entre R et R', il vaut 1 ou —1. Pour
des vitesses faibles, on doit retrouver le résultat classique At = At' avec des écarts dans ’espace petits
devant cAt, ce qui exclut la valeur —1. Nous arrivons ainsi & la propriété fondamentale de ’espace-temps
relativiste (espace de Minkowski) :

La transformation des coordonnées entre deux référentiels galiléens est linéaire, et I’inter-
valle est invariant.

(cAt)? — (Az? + Ay®? + Az?) = (cAt')? — (Az"™ + Ay”? + A2'?) (2.4)

2.3.2 Transformations “spéciales”

En pratique, on n’utilise guere que des transformations de Lorentz dites spéciales ou pures, dans
lesquelles les axes d’espace sont paralleles entre R et R' (ils se déduisent les uns des autres par un pur
mouvement de translation). Pour simplifier encore, nous pouvons choisir un axe dans R (disons Oz)
comme étant la trajectoire de O', et prendre comme origine des temps l'instant ott O’ passe en O. Par
définition, O’ a donc dans R les coordonnées (vt,0,0). Avec ’hypotheése d’homogénéité et d’isotropie,
Paxe Oz’ coincide avec Oz (au glissement pres), et les droites qui coincident avec Oz et Oy a4t = 0,
et qui glissent parallelement & Ox avec la vitesse v, seront vus dans R’ comme des axes orthogonaux 3
Oz' et entre eux, immobiles : nous les prendrons donc comme axes O'y’ et O'z'. Nous aurons alors une
transformation spéciale suivant ’axe Oz, pour laquelle ' = y etz’ = 2. Ecrivons la transformation sur ¢
et x sous la forme suivante (avec des coefficients sans dimension) :

(5)=(¢5)(%) @)
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L’identification de (ct)? — z? et de (ct')?> — z'2 nous donne les relations suivantes :

A2 —C?=1
D?*-B?=1
AB+CD =0

La premiere relation nous dit qu’il existe un réel ¥; tel que A = cosh(¢1),C = sinh(¢);), la deuxieme
qu’il existe 1 tel que D = cosh(t);), B = sinh(1)s); la troisitme donne alors sinh(¢s — 1) = 0, et
donc vy = 1);. Par ailleurs nous savons que le point d’équation horaire x = vt dans R devient (0,0)
dans R', ce qui nous donne B/A = D/C = —v/c; nous pouvons donc écrire que ¢y = ¢, = — avec
¥ = tanh~(v/c).

Finalement la transformation de Lorentz spéciale de vitess v suivant Ox s’écrit, en coordonnées ho-
mogénéisées :

ct! = ~(ct—px) = cosh(yp) ¢t —sinh(¢h) x
2 = ~(x—pBct) = cosh(yp) x —sinh(y) ct (2.6)
yo= y '
2 = z
avec ; 1
B = Pl tanh(y)) , v = \/T—ﬂz = cosh(¥) (2.7)

La quantité ¢ (sans dimension) est appelée rapidité en Physique des Hautes Energies; nous utiliserons
cette dénomination dans la suite.

On vérifie que la transformation inverse s’obtient en changeant v en —v (ou 8 en —f, ou ¥ en —),
ce qui correspond bien & la notion intuitive de réciprocité entre R et R'.

Naturellement, on doit retrouver la Mécanique Classique a la limite des faibles vitesses. Plus précisément,
si on se limite, pour une échelle de temps T, & des coordonnées d’espace petites par rapport a ¢TI’ (C’est &
dire & un domaine “explorable” avec des vitesses petites par rapport d c), les formules 2.6 redonnent, au
premier ordre en 3, les transformations dites “de Galilée” :

t = t

z = z—ot

y = y (2.8)
z = z

2.3.3 Représentation géométrique “hyperbolique”

Si on se limite & une dimension d’espace, on peut voir une analogie entre les deux premieres équations
de 2.6 et les formules de changement de coordonnées par rotation dans un plan euclidien :

' = cos(¢) z —sin(d) y (2.9)

y' cos(¢) y + sin(¢) =

Le cone de lumiere (qui n’a évidemment pas d’équivalent en géométrie euclidienne) est constitué par
les asymptotes des hyperboles “unitaires” qui définissent les unités de temps et d’espace dans les différents
référentiels. Un changement de référentiel apparait comme un cisaillement du plan (ct,z) (contraction
d’un facteur exp(¢)) dans une des directions de lumiere, dilatation du méme facteur dans ’autre) ; notons
en passant que cette transformation conserve les aires dans le plan (¢,z) (déterminant égal & un).

2.3.4 Généralisation : groupes de Lorentz et de Poincaré

On peut évidemment combiner les transformations spéciales de Lorentz avec n’importe quelle isométrie
dans Pespace (z,y, 2) (rotation ou renversement d’espace), et éventuellement un renversement du temps;
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FiG. 2.3 — Rotation euclidienne (& gauche) et transformation spéciale de Lorentz (& droite)

ces transformations pouvant étre appliquées avant ou apres, ou une avant et une autre apres. On obtient
ainsi un ensemble de transformations qu’on appelle le groupe de Lorentz. Mathématiquement, on montre
que toute transformation linéaire des coordonnées qui conserve l'intervalle (ct)? — (z2 + y? + 2?) est la
composition d’une transformation de Lorentz spéciale avec des isométries spatiales (et éventuellement d’un
renversement du temps) ; elle peut donc se ramener & un produit R; L, Ry (R; et Ry étant deux isométries,
L, une transformation du type 2.6). Autrement dit, par des changements d’axes dans les reperes initial
et/ou final, toute transformation qui conserve l’intervalle peut se ramener a une transformation spéciale
suivant Oz (avec éventuellement un renversement d’espace et/ou de temps).

Le déterminant d’une transformation spéciale, ou d’une rotation d’espace, vaut 1; celui d’une transfor-
mation de Lorentz quelconque vaut 1 ou —1 (par exemple, pour un renversement de temps ou d’espace).

Il y a des particularités plus ou moins déroutantes des transformations de Lorentz par rapport a celles
de Galilée : par exemple, si on compose deux transformations, le résultat dépend en général de I’ordre,
comme pour les rotations d’espace ; le produit de deux transformations spéciales non colinéaires n’est pas
commutatif, et d’ailleurs ce n’est plus une transformation spéciale (elle comporte une rotation des axes
d’espace).

Si on ajoute au groupe de Lorentz les translations (d’espace et de temps), on obtient le groupe de Poin-
caré, qu’on peut définir aussi comme ’ensemble des transformations affines dans un espace de dimension
4, qui conservent 'intervalle.

2.3.5 Genre, causalité et topologie des groupes de Lorentz/Poincaré

L’intervalle entre deux événements Fi(t1,71) et FEa(t2,72) (points dans l’espace-temps) peut, par
construction, prendre une valeur positive, négative ou nulle; on parlera, respectivement, d’un intervalle
de genre temps, lumiére ou espace (le genre est invariant, donc le méme pour tout observateur).

— Si (Ey, E) est du genre temps, il existe un référentiel, de vitesse V = (7 — 71) /(ta — t1) (avec

||‘7|| < ¢), pour lequel E; et Es ont la méme position ; ils ne sont simultanés pour aucun observateur.

— Si (Eh, E») est du genre espace, E; et E; sont simultanés dans certains référentiels (ceux de vitesse

V telle que V.(7% — ) = ¢(ta — 1)) ; ils ne sont jamais A la méme position.
— Si (Ei, E») est du genre lumiére, ils peuvent étre reliés par la propagation d’un rayon lumineux
dans le vide (ou tout autre signal de vitesse c).

Si on essaie de paramétrer de facon continue le groupe de Lorentz (ou le groupe de Poincaré), on

s’apercoit qu’on ne peut le parcourir en entier : on dit qu’il n’est pas connexe. Il est clair par exemple
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que le déterminant, qui vaut 1 ou -1, ne peut changer de signe par continuité; ceci interdit entre autres
un pur renversement du temps (avec les mémes axes d’espace, sans mouvement relatif), ou un pur
retournement d’espace, par un changement de référentiel continu. On peut aller plus loin : en termes
imagés, un observateur, qui ne peut changer que continiment de référentiel, ne peut franchir le cone de
lumiére (sa vitesse par rapport au référentiel ne peut dépasser, ni méme atteindre c) : ceci implique que
si intervalle (E1, E») est du genre temps, 'ordre temporel des deux éveénements ne peut étre renversé. A
partir d’une origine, on peut donc définir, dans la partie “temporelle” du cone de lumiere, le demi-cone
du futur absolu, et celui du passé absolu; lextérieur du cone de lumiere (partie “spatiale”), peut étre
appelé 'ailleurs absolu.

Ceci permet de conserver une notion de causaelité : un éveénement peut influencer son céne du futur,
et étre influencé par son cone du passé; il n’y a pas de lien causal avec 1" ailleurs”. Naturellement on
pourrait envisager des objets ayant une vitesse supérieure & ¢ pour tous les observateurs (les “tachyons”);
aucune observation ne suggere leur existence.

Le renversement du temps, comme celui de 1’espace, sont des opérations purement abstraites; un
renversement simultané de ’espace et du temps, bien que de déterminant 1, est lui aussi inaccessible &
un observateur. Toutefois 'invariance ou non des lois physiques sous ces transformations a une grande
importance théorique, et des conséquences indirectes observables en Physique des Particules.

2.4 Réinterprétation des contractions et dilatations

2.4.1 Dilatation des temps

Considérons deux évenements séparés par un temps propre to (“propre” veut dire : mesuré dans un
référentiel ou ils ont lieu au méme endroit). En choisissant l’origine au premier événement, le second a
pour coordonnées (%o, 0) ; pour un autre observateur, de vitesse ' par rapport & ce référentiel propre, les
coordonnées seront, (ytg, —B7cty), donc il trouvera entre les deux 'intervalle de temps “dilaté” obtenu en
2.1:

to

17_132 = t(] COSh(’Lp) (210)

th =ty =

Il est faux d’exprimer ceci par la phrase : “pour un observateur en mouvement, le temps passe
moins vite que pour un observateur immobile” (qui réintroduirait sournoisement la notion de mouvement
absolu) ; le statut des deux observateurs n’est pas le méme pour le couple d’événements en question).

Cet effet a été observé expérimentalement, d’abord sur la désintégration des muons produits dans la
haute atmosphere par les rayons cosmiques (désintégration de pions issus des interactions de ces rayons
sur le noyaux) : le fait que beaucoup d’entre eux arrivent jusqu’au sol aprés un parcours de l’ordre de
5 & 15 km est apparemment contradictoire avec leur temps de vie & l’arrét (2 microsecondes) mesuré
en laboratoire; il s’explique bien comptenu du fait que ces muons sont produits avec une vitesse proche
de ¢, donc un facteur de Lorentz ~y élevé. Plus récemment, des vérifications directes ont été faites avec
des horloges atomiques au sol ou embarquées sur des avions faisant le tour de la Terre dans un sens ou
dans lautre (expérience de Hafele et Keating, 1971). On peut dire que le fonctionnement correct d’un
systéme de positionnement par satellites comme le GPS (qui, évidemment, inclut les corrections de temps
relativistes) est une vérification de la Relativité dans la vie de tous les jours?.

2(C’est méme devenu une vérification banale de la Relativité Générale, car les satellites & haute altitude sont dans un
potentiel gravitationnel différent de celui horloges de surface : si on ne faisait pas les corrections de R.G., les erreurs
dépasseraient tres vite la précision intrinseque des horloges
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2.4.2 Contraction des longueurs

De facon symétrique, considérons maintenant un objet se réduisant & un segment de longueur propre
Lo (mesurée dans le référentiel ou il est immobile). L’une des extrémités étant & 'origine, ’autre sera
a l’abscisse fixe Lo : ceci se traduit par des “équations horaires” 1 = 0, z2 = Lg , pour tout t.
Pour un autre observateur, se déplacant longitudinalement a la vitesse v, les extrémités auront donc des
coordonnées qui vérifieront toujours :

(&) +Bety) = 0
Y@y + Bety) = Lo

Si on se place & un méme temps pour les deux extrémités dans le deuxieme référentiel, on obtient en
soustrayant les deux équations :

L
YA =Ly — L'= 70 = Lo\/1— B2 = Lo/ cosh(1)) (2.11)
qui n’est autre que le contraction des longueurs (2.2).

Insistons encore sur le fait que les deux observateurs ne sont pas dans la méme situation rapport
a l’objet mesuré. Cette “contraction” n’est pas un effet physique intrinseque comme dans ’hypothese
de FitzGerald-Lorentz, mais un effet de “point de vue”. Remarquons aussi que la “longueur” d’un objet
est définie par les positions instantanées dans le référentiel de ’observateur; ce n’est pas la longueur
qu’on verrait sur une photographie instantanée de l'objet en face d’une regle graduée, car les temps de
propagation de la lumiere ne sont pas les mémes pour tous les points.

2.5 Un pseudo-paradoxe de la Relativité : les jumeaux de Lan-
gevin

Imaginons deux jumeaux (du méme 4ge, donc), qui sont au départ (événement origine Q) immobiles
ensemble dans un référentiel R. Le premier y reste, tandis que ’autre fait un trajet aller-retour, d’abord
dans le référentiel R/, de vitesse @ par rapport & R, puis dans R", de vitesse —7'; nous poserons bien siir
B =v/cet y=1/4/1— B2. Sur la Fig. 2.4, la trajectoire d’espace-temps de (1) est le segment OF, celle
de (2) est la ligne OAF. La question est alors : quand ils se retrouvent (événement F'), ont-ils encore le
méme age? (on suppose, bien sir, que chacun vieillit suivant son temps propre).

X

X X

simultaneite pour 1

F1G. 2.4 — Le paradoxe des jumeaux décortiqué

Le calcul est simple : dans R, les coordonnées de A sont (¢T, 8T), celles de F' sont (27,0). Chacun
des segments OA et AF' correspond & une durée T' dans R ; par contre OA dure /T2 — (8T)? dans R',
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et AF la méme chose dans R" : au total (2) aura passé un temps plus court que (1), et arrivera plus
jeune que lui! C’est un cas particulier de la dilatation des durées déja étudiée.

Bien que l’expérience avec des étres vivants ne puisse encore étre menée de facon & donner des
différences visibles, les mesures sur des horloges atomiques ont clairement donné raison & ce calcul.
A T’époque ou Einstein, Langevin et d’autres essayaient de faire “passer le message”, ce paradoxe ap-
paraissait comme trés choquant ; il le reste encore, au second degré en quelque sorte, quand on utilise
des formulations approximatives. En particulier, on pourrait dire : puisqu’il n’y a pas de mouvement
absolu, on ne peut pas dire que ’un reste “immobile” pendant que ’autre voyage; pourquoi donc cette
asymétrie a la fin 7 chacun devrait percevoir 'autre comme vieillissant moins vite que lui, tout au long
de 'expérience.

11 est vrai que (2) subit un violent épisode en A, quand il fait demi-tour ; qu’arrive-t-il & son “horloge
propre” lors de cette phase accélérée? On peut répondre a cela que, s’il subit un décalage, cet effet ne
doit dépendre que de v, pas de la longueur du voyage : & la limite ou T' devient grand, v restant fixé, on
doit retrouver le résultat de Langevin.

Il est clair que I’histoire des jumeaux est objectivement asymétrique, mais il est utile de se persuader
qu’il n’y a aucune contradiction interne dans la notion de mouvement relatif. Sur la Fig. 2.4, on voit que,
si (2) considere (1) dans son propre référentiel, il se passe quelque chose de “catastrophique” : pendant le
trajet aller, (1) “vieillit” de O & B’, moins que lui (comme il se doit!), de méme que pendant le trajet
retour, de B" & F'; mais pendant son demi-tour, il “voit” (1) passer brutalement de B’ & B", ce qui fait
plus que compenser effet précédent !

Le mot “voit” est inapproprié dans ce contexte, on devrait plutdt dire “repere”, et ce repérage ne peut
étre instantané, comme nous ’avons signalé au départ. Il est intéressant de décrire ce qui se passe si (1) et
(2) se voient au sens propre (ou s’envoient régulierement des messages & la vitesse ¢, représentés par des
pointillés sur la Fig. 2.4). Chacun regoit les messages de ’autre & une fréquence diminuée pendant le voyage
aller (facteur y(1—3) = /(1 = B8)/(1 + B)), et augmentée pendant le retour (facteur /(1 + 5)/(1 — B)),
conformément & leffet Doppler relativiste (voir plus loin). La différence entre les deux vient de ce que,
pour (2), la premiere phase (OA) et la seconde (AF') ont la méme durée, tandis que pour (1) la premiere
phase (OC") est plus longue que la seconde (C'F) ; il n’a pas de phase “catastrophique” et le vieillissement
apparent de chaque jumeau pour ’autre est continu.

2.6 Formalisme quadrivectoriel et conventions

2.6.1 Quadrivecteurs et produit scalaire

Il est naturel de décrire 'espace-temps comme un espace vectoriel réel de dimension 4, avec des

quadrivecteurs (ou 4-vecteurs) notés &, de coordonnées (ct, x, y, z) dans une base (repere d’espace-temps)

donnée. Par convention, nous noterons (z°, z',z2, 2%) les coordonnées®, et nous écrirons :

3
E=>Y 2"é, (2.12)
pn=0

Plus généralement, nous appellerons quadrivecteur tout objet a 4 composantes se transformant par les
formules de Lorentz dans un changement de référentiel. Les z# sont appelées cordonnées contravariantes,
et on définit les cordonnées covariantes , par :

ro=2" ; z;=-2' (i=1,2,3) (2.13)

Ces définitions (qui se référent & un cadre mathématique plus vaste que nous ignorerons ici), permettent

3une autre convention courante est (z',22,z%,z*) pour (z,y, 2, ct)
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d’introduire le quadri-produit scalaire de deux quadrivecteurs :
3
pj=)Y aty,=a'y, (2.14)
n=0

la deuxiéme expression utilisant la convention de sommation implicite (dite “convention d’Einstein”) :
quand un méme indice est répété en haut et en bas, on effectue une sommation de 0 & 3; on convient
aussi de noter par une lettre grecque cet indice, et par une lettre latine un indice “d’espace” qui irait de
13a3.

0

En notant Z = (2°, %) on a une forme équivalente :

3.9 =a2%"— 2.9 (2.15)

La propriété fondamentale du 4-produit scalaire (outre son caractére bilinéaire symétrique) est :

Le 4-produit scalaire de deux 4-vecteurs est un invariant

En effet, on sait que pour tout %, I'intervalle associé Z.Z est invariant. Par ailleurs, les transformations
de Lorentz étant linéaires, la somme de deux 4-vecteurs est un 4-vecteur ; pour tout couple (%, §), on peut
donc écrire :

22.9=(Z+9).E+9) —EZ—9.9 (2.16)

Par analogie avec les espaces vectoriels euclidiens, un invariant est encore appelé scalaire.

2.6.2 Les transformations de Lorentz

Nous pouvons noter formellement une transformation linéaire (associée & une matrice (4 x 4)), en
combinant la convention d’Einstein & la notation matricielle :

'™ = A*, ¥ (2.17)

Nous pouvons généraliser la manipulation des indices en convenant qu’abaisser ou élever un indice change
le signe si c’est 1, 2 ou 3, et ne change rien sinon; ceci est compatible avec les sommations implicites ;

par exemple :

z, =Nz, (2.18)

Une transformation de Lorentz sera caractérisée par la conservation de z*z, pour tout quadrivecteur,
soit A*, 2¥ A,” z, = x*x,. Ceci donne :
I po_sp
AL AN =60 (2.19)

ou d,p est le symbole de Kronecker usuel (1 si ¥ = p, 0 sinon). Ceci est en fait un systéme d’équations
que doivent vérifier les éléments de la matrice A pour qu’elle représente une transformation de Lorentz.

Une interprétation intéressante est la suivante : puisque les 6% sont les éléments de la matrice unité,
on voit que la matrice A est inversible; son inverse est?

(A~1)# = A » (2.20)
2.6.3 Usines a quadrivecteurs

Nous avons déja mentionné que la somme de deux 4-vecteurs est un 4-vecteur; il est clair aussi que
si A est un invariant et £ un 4-vecteur, alors AZ est un 4-vecteur.

“4noter Panalogie avec les rotations d’espace, pour lesquelles la matrice inverse s’obtient par transposition
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Un exemple qui sera exploité plus tard : si dZ est un élément de trajectoire d’espace-temps (avec
[|dZ]| < cdt) et ds = v/dZ.dE I’élément de temps propre correspondant, alors dz/ds = (7,75) est un
4-vecteur ; le 4-vecteur 4 = cdi/ds = (yc,y¥) est appelé la quadrivitesse). Remarquons qu’on a toujours,
par construction

4.0 = c?

Un outil puissant est fourni par la propriété suivante : si & est un 4-vecteur et y un objet & 4
composantes tel que x*.y, soit invariant, alors y est un 4-vecteur. En effet :

gyl = A2ty =2ty — g, = ARy, = (AT Y

Par exemple, si f(t,z,y,2) est une fonction différentiable scalaire (sa valeur pour un évenement
ne dépend pas de 'observateur), on peut définir son gquadri-gradient en remarquant que sa variation

élémentaire est un invariant :
3.5 f
df = ——dz*
f I-;J ox#

On définira donc le 4-gradient Vf en posant :

- 0
(V=08 =52 (2.21)
(noter le jeu sur la place des indices).
Ceci veut dire en d’autres termes que :
- of -
= - 2.22
VI= (@ ~VY) (2.22)

ou Vf est le gradient “ordinaire” (spatial) de f.

De la méme fagon, si fi(i‘) est un champ de 4-vecteurs, on peut définir sa 4-divergence par :

V.A=9 A“—B—AO+€E (2.23)
TR O et) ' ’
Enfin, construisons ’analogue du Laplacien d’une fonction scalaire :
- 0% f
af=V. =_—=-A 2.24
F=VVf= g A (2:24)

C’est le Dalembertien, utilisé pour écrire les équations d’onde®.

5Note historique : D’Alembert a vécu au XVIIIéme siecle, avant Laplace et bien avant la Relativité...



Chapitre 3

La cinématique relativiste

Une fois les formules de transformation des coordonnés écrites, il n’est pas difficile d’en déduire
les transformations des vitesses, accélérations et de quantités qui leur sont reliées (bien que parfois les
formules soient lourdes!). Une régle générale est qu’on retrouve la cinématique classique au premier ordre
en 3, y compris la propagation des ondes avec entrainement partiel de I’éther. Par contre les résultats
sont trés différents pour des vitesses de 'ordre de c.

3.1 Transformation des vitesses et accélérations

3.1.1 Notations

Soit M un point matériel, dZ un élément de sa trajectoire, R et R' deux référentiels galiléens, dans
lesquels 1’élément e temps sera noté respectivement dt pour dty g et dt' pour dtp/z,. On notera de

méme les vitesses ¥ = Ty/p = d¥/dt, 3= d/c, et o = Tv/mr = dm_"’/dt’, g = 7' [c. La vitesse relative
Ur /R sera notée ., et ,6_’; = ¥, /c. Les facteurs de Lorentz correspondants seront notés vy, avec le méme
symbole. si on introduit ’élément de temps propre ds = v/dZ.dZ, on aura donc :

dt =~vds ; dt' =~'ds

3.1.2 Cas unidimensionnel
Vitesse

Le mouvement d’un point matériel M sur un axe est défini par ’équation horaire z(t) dans R, et
z'(t") dans R’ avec des variations élémentaires qui suivent la transformation 2.6, donc :

dz' _ yr(dz = Bredt) ‘fi—f—ﬂrc
dt' ~ ye(cdt — Brdz) -9

c’est & dire :

, v—[frc v — Uy
= = -1
YT s Brv' 1= %= (3.1)
ou encore : 53
r_ PP 3.2
P =155 42

20
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A partir de cette deuxiéme forme, ou bien des formules 2.6 exprimées avec la rapidité, on obtient
facilement, en notant 4, la “rapidité relative” de R’ par rapport & R :

de'  cosh(¢,) dw —sinh(s),) d(ct) ds( cosh(¢,) sinh(tp) — sinh(¢),) cosh(v))

tanh(y') = d(ct') — cosh(ty) d(ct) — sinh(yp,) dz — ds(cosh(¢),) cosh(tp) — sinh(z),) sinh(y)))

c’est & dire :
Sinh(’(ﬁ - "pr)

tanh(¢) = cosh(® — ) tanh(y’ — ¢;)

Finalement, nous trouvons une formulation plus simple que la composition des vitesses : 'additivité
des rapidités, qui se traduit par une “relation de Chasles” :

Yu/r = Vmyr — YRR = VMR YRR (3.3)

Cette relation, en reprenant I’analogie avec les rotations dans le plan euclidien (Fig.2.3), correspond

a ’additivité des angles : si le repere est tourné de ¢,, angle d’un segment avec Oz (dont la tangente
vaut dy/dz) est diminué de ¢, ce qui donne la loi de “transformation des pentes” bien connue (?) :
dy' t —t 4 tan

W o gy = L) ~tan(dr) _ g = tan(s)

dx 1+ tan(¢) tan(¢r) 1+ % tan(¢,)

Comme d’habitude, les formules de trigonométrie circulaire et hyperbolique sont les mémes & quelques
changements de signe pres.

Accélération

On peut partir de la définition a' = dv'/dt' avec I'expression de v’ trouvée en 3.1, et de ’expression
dt' = v, (dt — Brdx/c) = (1 — B,0) dt, pour écrire :

g4 (vow) dt
Cdt \1-%2 ) at'

=2
- (1 -5.8)

On peut aussi utiliser les fonctions hyperboliques et la relation 3’ = 1 — 1),., en remarquant que :

ce qui donne apres quelques calculs :
(3.4)

dp oo dB A o, dB
i cosh”(¢) e cosh”(y") g
et d’autre part :
dt _ cosh(v)

dt' ~ cosh(y')

pour écrire :

g’ dt % (cosh(y)\® dp
dy  dt' coshz(d)’) N (COSh(Ib')) dt

ce qui équivaut a 3.4.

Un cas particulier est celui de la transformation de 'accélération “propre” (mesurée dans le référentiel
ott le point a une vitesse instantanée nulle) ; avec v = 0, a = ag on obtient a’ = ag/v2 = ao/v".
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3.1.3 Cas général

Nous considérons maintenant des mouvements ayant une direction quelconque (et variable) par rap-
port au mouvement relatif des référentiels. En notant v la composante longitudinale (parallele au mou-
vement relatif @) et ¥, la composante transversale (perpendiculaire & @), et §) et B les rapports & ¢
correspondants, nous obtenons & partir de 2.6 les relations :

| s
’Bll - 1 BBy (3:5)
= Bi/1-p2

-

On aurait pu obtenir le méme résultat en utilisant la transformation du 4-vecteur @/c = (,7vf) :

’YI = 7%y =5 ’Yﬂll)
VB = v (B = Br)
VI/B-;I)erp = ’YEPGTP

En divisant terme & terme les deux derniéres relations 4’ par la premiere, on obtient les formules
précédentes.

La transformation des accélérations est plus fastidieuse, mais sans difficulté particuliere; elle s’écrit :

a = Mg (3.7)
@ = A (@ +Aayys AL) (3.8)
ou 'on a posé, pour simplifier ’écriture :
_ 1
(1= B.8)

On voit que, non seulement les composantes se transforment différemment (comme pour la vitesse), mais
qu’une composanate transverse peut apparaitre dans R' sans qu’il y en ait dans R.

Les formules se simplifient si on part de ’accélération propre :

Go||

! —_

aq = 3
vy
a

- _ 0L

aJ_ = 3
Vr

3.2 Application a la propagation d’ondes électromagnétiques

3.2.1 Interprétation de ’entrainement partiel de I’éther

Nous pouvons appliquer la composition des vitesses & la propagation de la lumieére dans un milieu
d’indice n < 1, animé d’une vitesse v par rapport & R : dans le rférentiel de ce milieu, la vitesse est ¢/n;
dans R, elle est donc égale & :

P
UI —n =
1+ =
Au premier ordre en v/e, cette expression devient
c nv v c 1
yz_@+___g:_+v@_7> (3.9)
n c nc n n

On retrouve ainsi la composition classique de la vitesse £ avec une vitesse d’entrainement v(1— #), c’est
a dire la formule de Fresnel. L’expérience de Fizeau est donc bien expliquée par la Relativité!
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3.2.2 Effet Doppler relativiste

Soit un observateur O dans un référentiel R (dans lequel on raisonne), qui recoit des signaux d’un
émetteur E animé d’une vitesse ¥ par rapport & lui. Un signal émis par E & l'instant t. arrive en O a
I’instant ¢, :

OF
tr == te + T (310)
e -~
/’///(/ E,’ - 1 V
e E
-7 =

F1G. 3.1 — Principe du calcul de ’effet Doppler

Nous voulons écrire l'intervalle élémentaire du temps de réception en fonction de celui du temps
d’émission, compte tenu de ce que la position de E & I’émission est fonction de t., avec

dOB) = Vdt. —s d(OE) = v cosf dt,

Nous obtenons donc :

dt, = dt. +

d(OcE) = (14 B cosb)dt.

Jusque 14, notre calcul n’a pas fait intervenir la Relativité. Nous devons maintenant nous ramener a
Pintervalle de temps propre pour E : dr, = y/1 — 32 dt,., ce qui donne :

_1+ﬂc0s0d

dtr— e
Ji-g

c’est & dire pour les fréquences d’émission v, et de réception v, :

VI P

— S 11
vr 1+ cosf Ve (3:-11)

formule qui ne differe de P’effet classique que par le facteur de Lorentz, qui vaut 1 au premier ordre

en .

3.2.3 Aberration angulaire relativiste

Considérons maintenant un observateur animé d’une vitesse ¥ suivant ’axe Oz, qui recgoit un signal
de vitesse ¢ venant d’une direction faisant un angle 6 avec Oz ; nous voulons calculer ’angle apparent



4 oo L J. C NN 1 QU v 1

F1G. 3.2 — Principe du calcul de I’a erration an ulaire

de réception, c’est & dire la direction, par rapport & Oz, de la vitesse du signal dans le référentiel de
I’observateur.

Dans le référentiel “fixe”, les composantes de la vitesse du signal sont :
)

z = —ccosl

y = —csinf

Dans le référentiel de I’observateur, elles seront donc :

, _ —ccosb—v  cosf+p

z fre, + B cosf

, —csinf/ — 2 sin @

y ve =T T )
T— A+ cost)

C

On vérifie que ( /)* 4+ ( ,)*> = ¢* (invariance de la vitesse de la lumitre); 'angle §' mesuré par

I’observateur peut étre défini par :

= (cot§ + i) (3. 2)

cotd =
sin @

<<ls s

A nouveau, on retrouve la formule classique, & un facteur de Lorentz pres.

3.2. Utilisation des quadrivecteurs

Une onde plane de vitesse ¢ peut étre écrite sous la forme suivante :

-

F(t,z,y,z) = cos( (t,x)) avec (t,x)= t— . (3. 3)

ot  est le vecteur d ondes (colinéaire & la direction de propagation) et = 2 v est la pulsation; ils
vérifient = c.

Les deux problemes précédents peuvent donc se ramener aux lois de transformation de et . Nous
partirons du fait que la p ase (t,z) est un invariant; si nous introduisons l'objet & composantes

-

=( /e, ), nous voyons que = .z, donc que estun -vecteur. Dans une transformation de Lorentz
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suivant Oz, on aura donc, dans un plan Oxy :

o = ’Y(Z_B z)
,Iz = 7( :c_BE)
r_
Ui - Y
Avec ,=— cosf, y,=— sinfet = c, on trouve donc :
"= v ( +pBcosh)
"cosf' = v (cosf+p)
"sinff =  sinf

La premiere équation est équivalente & 3.  (ici le référentiel final est celui de ’observateur) ; le quotient
terme & terme des deux autres redonne 3. 2.



Chapitre

La namique elativiste

Is’agit d’abord de donner une nouvelle formulation & la elation Fondamentale de la ynamique ce
sera réalisé grace a la notion de quadrivecteur énergie-impulsion, qui obéit a des les lois de conservation.
Nous verrons ensuite des applications au systémes de particules, notamment [I’utilisation udicieuse
d’in ariants.

1 a masse et le quadrivecteur énergie impulsion

.1.1 Dé nitions

istori uement, instein et d autres ont ¢ erc é & trou er une nou elle e pression pour la uantité
de mou ement (supposée colinéaire & la itesse) et 1 énergie, de telle facon ue les lois de conser ation
dans une collision entre particules soient ien in ariantes (indépendantes de 10 ser ateur), pour toutes
les con gurations possi les. Nous prendrons ici un raccourci pour aller directement au  on résultat.

Nous postulerons d a ord ue la masse est une propriété intrinseé ue d un o et :

La masse d un o et est un invariant

Nous dé nirons ensuite un  ecteur proportionnel & la  itesse, dont la partie spatiale redonne la
uantité de mou ement classi ue @ afai le itesse en fait, on prendraun  ecteur a ant la dimension
d une énergie en posant :

uadri ecteur éner ie impulsion :
2 0]

& c
VARVERVARY &

(cette dénomination sera usti ée par la suite nous utiliserons couramment impulsion pour uan
tité de mou ement ).

Notons ue par définition, on a :

( , comme u, est du genre temps).

26
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La Relation Fondamentale s écrira, sous forme in ariante :

d
i (.2)

ou est la quadri- orce (dont 1 e pression reste & éta lir...). Cette é uation donne pour la partie spa
tiale , une relation analogue a la RFD classi ue :

bl 3
7= (-3)
et pour la partie temporelle
Ly (.)
a ‘
une relation apparemment nou elle, ue nous pou ons interpréter en remar uant ue . est constant,
ce ui donne :
d d?° d” d?° -
— =0 = 0-_—--"— = — =" (.5)
dt dt dt dt

-

(un facteur ¢ peut apparaitre ou non & cause de | am iguité sur la notation uantité de mou ement

classi ue ou partie spatiale de , a ec un facteur ¢ implicite).

Ceci permet d interpréter © comme 1 e pression relati iste de | énergie (sa ariation est le travail

de la force) il a toutefois une grande di érence : 1 énergie au repos n est pas nulle, elle aut :
0= 62 ( 6)

Plus généralement

- ()

et on o tient la relation relati iste entre énergie et uantité de mou ement :
P =( &) (-8
On peut ien sur dé nir une énergie cinéti ue comme | e ces par rapport a 1 énergie au repos :

in = VP +( - & (9

.1.2 Appro imations faiblement relativiste et ultra relativiste

La limite fai lement relati iste est celleouv ¢, ce uié ui aut & lune uelcon ue des relations :

Cc C2

u premier ordre en 3% on retrou e pour lénergie cinéti ue le pression classi ue #/2

La limite ultrarelati iste est celle uwv ¢, ou encore :

c c? c
lle est alide dans eaucoup de cas pour les particules sortant d un accélérateur, et permet une simpli

cation de eaucoup de calculs. Pour une particule de masse nulle (c est le cas du p oton), on a meme
tou ours e actement :
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.1.3 Convention de notation

Pour alléger 1 écriture, on utilise couramment un ¢ oi d unités co érent pour , et , pourle uel
on a numéri uement ¢ = , et on l omet s stémati uement par e emple, on e prime les énergiesen e
les uantités de mou ement en e /c, les masses en e /c®. n écrit alors :

- =y 24 2_ 2
(sous entendu :  eut dire c,et  eut dire c?).
2 stemes de particules centre de masse et masse équivalente
n écani ue Classi ue, le r d mass dun s stéme de particules est le a de leurs
masses. ion eut o tenir 1é ui alent en écani ue Relati iste, il faut modi er cette dé nition pour
ue la de ce point se comporte ien comme une itesse dans une transformation de Lorentz. C est

le cas si on prend les énergies pour poids dans le ar centre :
- 11
e =—— (.0

a itesse est alors :

- o i 1T i 1 2 tt

. = — = =c— (. )
cest adire ue 7, peut etre dé nie comme la itesse associéeau  ecteur ;¢ = ( ¢ ¢,¢73 ¢ ( itessed un
point matériel a ant la somme des énergies et uantités de mou ement du s stéme). Comme la somme
de  ecteurs du genre temps est aussi du genre temps! on a tou ours . < ¢, sauf pour un s steme de
particules de masse nulle, de itesses colinéaires et de meme sens.

Une autre dé nition possi le est la sui ante : le l du d m est celui ou 3 ¢ = 0
(en prati ue on ne s intéressera u & ce référentiel, pas a la position e acte du centre de masse). Dans la
suite nous désignerons par m ce référentiel, siln a pas d am iguité sur le s stéme. Nous noterons les

uantités e primées dans le m a ec une astéris ue.

La m qu 1 est la masse u aurait le point ctif é o ué ci dessus, d énergie impulsion
(¢¢C7%¢), cestadire:

ec®= Fy—(cue)? (-2

1 est clair ue c est un

.3 nteractions entre particules

.3.1 Lois de conservation

Dans toutes les t éories en isagées, | énergie et la uantité de mou ement d un s steme isolé sont

, en particulier au cours d une interaction entre particules, supposée assez re e pour uon

puisse négliger | interaction a ec le reste de 1 Uni ers. Ceci n impose pas ue la somme des m des

constituants soit conser ée, et de fait, on o ser e des réactions (dites I qu ) ou les particules

nales et initiales® ne sont pas de meme nature, et o1 de la masse se transforme en énergie cinéti ue ou
in ersement.

L Attention les vecteurs du genre espace n’ont pas cette propriété...
2Remarquons que dans tout ré érentiel, la séparation entre initial et mnal est la meme (les demi cones du utur et
du passé sont globalement invariants) : la réaction est qualitativement la meme.
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Cependant la conser ation des uatre composantes de 1 énergie impulsion interdit des formes de
con ersion nai es . Par e emple, un proton n a pas une masse suffisante pour se désintégrer en un
neutron (plus d autres particules). eme si on | accélére de facon ue son énergie totale dépasse la aleur
re uise, il ne le pourra pas plus, car il faudrait ue ses produits de désintégration emportent son impul
sion, donc une énergie cinéti ue. Plus simplement, on peut oir ue si la désintégration est impossi le
dans un référentiel, elle 1 est dans tous or elle 1 est dans le référentiel propre

.3.2 Interaction sur cible e et collisionneur

n s intéresse & une réaction du t pe :
a+ — c+d+...

iaestun pro ectile (masse , impulsion , énergie E , énergie cinéti ue )et wune ci le e
(masse ),les stéme a+ a pour masse é ui alente 1 énergie totale dansle m E, , :

E5% (E+E)Y (T+7)Y (E+ ) ? *+2 E+ % ( + )Y+2

(on a utilisé le fait ue E2 2 2)

n particulier, pour ue la réaction soit possi le, il faut ue E, , soit au moins égal & la somme des
masses des particules nales, ce ui dé nitle u [ de réaction :

( + )2 +  + in e
2

( )zn in e

ol on a introduit un ilan énergéti ue (par analogie a ec les réactions ¢ imi ues) :

E initi e E in e

i 0, la réaction est dite qu :iln a pas de seuil, et une partie de la masse initiale est
con ertie en énergie cinéti ue si < 0, la réaction est gqu : une partie de | énergie cinéti ue
initiale est con ertie en masse.

i l appro imation fai lement relati iste est applica les & toutes les particules, on a nécessairement
+ initi e in e ,e€tontrou e:

+

(le terme de gauc e est le résultat du calcul classi ue de 1 énergie cinéti ue dans le centre de masse de
a+ ).

i1 énergie du pro ectile est grande par rapport au masses initiales, on oit ue :
E, , 2 E

cest & dire uel énergie disponi le dansle m n augmente ue comme la racine carrée de | énergie du
pro ectile. Pour atteindre de grandes aleurs de E, 4, il est alors a antageu d accélérera t ,cest a dire
d utiliser un U u si on peut faire en sorte ue ~ “,onaFE,, E +E (toutelénergie
de a et est disponi le pour créer de la masse).

L incon énient est u il est impossi le d o tenir des faisceau de particules accélérées a ant la densité
de la matiere ordinaire (celle uifournitlesci les es),ce uiréduitlapro a ilité d interactions dans les
accélérateurs modernes, on remédie & ce pro léme en installant des s stémes de focalisation sop isti ués
au point d intersection des faisceau , et é entuellement en les faisant se croiser un grand nom re de fois
(collisionneurs circulaires).
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3.3 éactions a deu corps

Ce sont des réactions du t pe
a+ — c+d

La pro a ilité (reliée a la ) d une telle réaction dépend de la con guration relati e de

a, ,c,d. Cette con guration (& une rotation et un ¢ angement de référentiel pres, ui ne doi ent rien

¢ anger) est completement décrite, compte tenu de la conser ation de E; ; et 7 ¢, par deu parametres

cinémati ues li res (plus, le cas éc éant, les pa.rametre décri ant 1 état interne des particules, comme

leurs spins). ion se place dansle m,ou ~ et 7, 74> on peut ¢ oisir d une part E, , (ou,

de facon é ui alente,la aleur de ; commune daet ,oude commune i c et d) et d autre part 1 angle
ui est le meme uentre 7 et 7,

6 de di usion (par con ention, 1 angle entre = et ~,,

C

d
F1G. . — on uration d’une reaction a deu corp dan le re erentiel du centre de a e
n peut aussi ¢ oisir deu des trois Il m:
2 2 2
s ( + ) ( + (By 1) (-3)

ui sont en fait liés par la relation :
s+t+u P4+ P+ 24+ ] (.6)

La aria le s est é idemment tou ours positi e, alors ue ¢ et u sont en général négati es. n appelle
parfois t aria le de , car c est ] in ariant correspondant a la impulsion dun o et  ui serait
un intermdiaire éc angé , la réaction se décomposant en :

a = c+ , + —=d

algré le caractere irréel de cet o et (¢ < 0), ce mécanisme est sous acent & eaucoup d interactions
dans lalat éorie uanti ue relati iste. La aria le u (transfert croisé ) oue le meme role si on permute
c et d. L intéret de ces aria les est d etre e prima les dans n importe uel référentiel.

ans le cas ol c et 4 (réaction élasti ue), et aussi a la limite ultrarelati iste dans le
cas général, on aura :

E E, E E, i (. )
. 0
t (T )? sin? — (.8)
2
e meme si 4 et ¢, ou dans le cas ultrarelati iste :
0
u (r w)? cos® — (.9



Chapitre

L électr ma nétisme relativiste

e grand succes de la  elativité a été de réconcilier I’électromagnétisme avec la relativité galiléenne
nous prendrons ici un raccourci pour montrer comment les équations de a ell peuvent étre réécrites
telles uelles dans I’espace-temps de in o s i. Pour cela, il faut considérer I’ensemble des composantes
des champs électrique et magnétique comme composantes d’un ob et unique, de caractére tensoriel dans
cet espace cette complication mathématique est largement compensée par un grande simpli cation dans
ce nouveau cadre, et par le fait que I’électromagnétisme servira de modéle pour la construction des théories
des interactions fondamentales (non abordées ici).

1 f i i i ii
Nous appellerons dans 1 espace de inko ski, un o et mat émati ue a ant
6 composantes (dou lement indicées de 0 & ), se transformant dans un ¢ angement de référentiel comme
les produits des composantes de deu ecteurs z et y (lensem ledesz y ) :
"YoOA A F (5.)

Naturellement, nous pourrons a aisser un ou deu indices a ec la regle a ituelle :

(memes égalités en éc angeant les indices) .
La formule 5. pourra s écrire a ec toutes les positions possi les des indices, respectant la co érence entre
les deu termes, et la position di érente pour les indices de sommation implicite.

lus généralement, un  tenseur n aura des composantes & n indices, a ec la loi de transfor
mation :

b Ay, Az, A, PP (5.2)
et toutes les ariantes possi les sur la position des indices (on parle d un tenseur fois contra ariant et
fois co ariant sil a indicesen autet en as). Un tenseur d ordre estun ecteur un tenseur
d ordre 0 est un scalaire.

La propriété la plus intéressante est le possi ilité de un paire d indices (sommation interne)
pour passer d un tenseur d ordre n & un tenseur d ordre n = 2 :

iles 2 sont les composantes d un tenseur d ordre n, les 2 r, sont les
composantes d un tenseur d ordre n. 2

ar e emple (la du tenseur ) est un in ariant. nle éri e & partir de la dé nition et de
la propriété caractéristi ue des matrices de Lorent (2. 9) :

R U S S (5.)



La démonstration s étend sans pro leme au cas général, et a ec des positions uelcon ues des indices.

ignalons encore u on peut dé nir des tenseurs d ordre 2 (" Y )ou
(" Y ), et ue cette propriété est . our les tenseurs d ordre uelcon ue, on peut dé nir
une (anti)s métrie par rapport & un sous ensem le d indices.

o

L q n ° n

Nous allons tout d a ord (cesera éri é parla alidité des lois de 1 électromagnétisme)
ue :

La ¢ arge électri ue d un o et est un in ariant. ‘

i nous considérons donc un olume  contenant une ¢ arge totale au repos (densité p ),
cette meme c arge sera attri uée dans un autre référentiel (ol cette ¢ arge est animée d une itesse ) &
un olume  ~:ladensité seradoncp’ p 7 a ecune densité de courant p pY . 1 oit ainsi

u & partir de la uadri itesse (yc v ) on peut construire un nou eau uadri ecteur : la uadri densité
de courant :

plyevy) (pc) ()
Cette notion peut s étendre a une distri ution uelcon ue de ¢ arges des deu signes, en mou ement.

Notons en passant uelé uation uie prime la
0
di g
ot
s écrit tout simplement en notation uadri ectorielle :

vV 8 0 ()

Lin ariance de cette relation e prime ue sila conser ation de la ¢ arge est éri ée dans un référentiel,
elle 1 est dans tous.

dp 1

ans la t éorie classi ue, les ¢ amps déri ent de potentiels (scalaire pour le ¢ amp électri ue, ecteur
pour le ¢ amp magnéti ue) une c arge & lorigine, animée d une itesse constante, engendre des
c amps ui peu ent etre déri és de :

—— — (potentiel scalaire)

A — — (potentiel ecteur)

n peut o tenir une ersion relati iste en fa ri uant un  ecteur A, ui, dans le de
la ¢ arge, a pour e pression ( 0), a antle pression ci dessus. ans un autre, on o tiendra, en se
sou enant ue c , et en utilisant la  itesse u (yc v ) dela c arge :

u U
4 - =3 = ()
c



la distance ' étant mesurée dans le référentiel de la ¢ arge, donc, en ¢ oisissant 1 a e dans la direction
du mou ement :
(D) z

u premier ordre en ¢, on retrou e ien les e pression classi ues du potentiel et du potentiel ecteur
créés par une c arge a la position ( ¢ 0 0).

oient la distance et € | angle polaire du point d 0 ser ation par rapport & la position instantanée
de la ¢ arge si on pose :

v ) (B 2) p sin 6 (-)

on o tient l e pression sui ante pour le potentiel

c P 1

Nous admettrons ue dans tous les cas, uelle ue soit | origine des ¢ amps, ils peu ent etre décrits
a partir dun ¢ amp de  ecteurs A.  plicitons la déri ation des ¢ amps & partir des potentiels, en
termes de déri ées spatio temporelles, a ec les con entions adoptées :

0A O0A
E A

— -V 66_1? 0A O0A (.0

¢ ¢ DA BA

0A O0A
VxA 0A OJA (. )

0A O0A
Les composantes de E ¢ et  apparaissent ainsi comme les composantes non nulles d un -

d ordre 2, le :
v 0 A Q9YA
E ( 2 ) (.2
( permutation paire de 2 )

our les transformations d espace, E se comporte ien comme un ecteur, et comme un pseudo
ecteur. our un ¢ angement de référentiel, nous de ons écrire la loi de transformation d un tenseur
pour o tenir celles des ¢ amps :

Ej Ej Ey ~(EL Bx(c 1) (- )

i I Lo 1 Bx(EL0) (-)

Comme on s attendait, les composantes de E et  se mélangent (en fait, seulement les composantes

trans erses). le iste deu com inaisons ui sont in ariantes: (E ¢) et £ onpeutle éri era

partir des formules de transformation. n peut aussi les déduire d e pressions tensorielles : la premiere

n est autre uel auto contraction v, laseconde est é ui alente & ¥° v p,ou P estle

tenseur d ordre , tel ue (tous les autres composantes non nulles
alent alors ou ,sui ant la parité de la permutation v p ).

i nous reprenons le emple de la ¢ arge en mou ement uniforme, nous a ons dans son référentiel
propre (a ec )
!

E' —

!



ce ui nous donne en appli uant . ,a ecla notation dé nie en
/ ' t
!
E, vE, v o (- )

(meme e pression pour la composante z)

n oit donc ue le ¢ amp est par rapport a la position instantanée de la ¢ arge, mais a ec
une intensité anisotrope : pour une distance donnée, elle est minimale sur la e O ( ~ ), ma imale
dans le plan trans erse ( v ).

Le ¢ amp magnéti ue est simplement e primé par :
c B x E

lsannulesurla e O les lignes de ¢ amp sont des cerclesda e O .

: d 1

Les é uations de a ell prennent une forme particulierement simple dans ce formalisme. eu
d entre elles résultent de la dé nition par déri ation 1identité :

o Y o0 v 0o =0 (. )
pour tout triplet d indices distincts (A v), donne :
\Y 0 (. )
0
VxE — .9
X 5 (.9
n présence de ¢ arges, il suffit d écrire :
o v ( .20)
pour o tenir les deu autres é uations :
VE 1 (.2)
OFE
\% —_—— .22
x c Ot ( )
3 L ¢q f : m gn’ ¢

ar construction, si u est la itesse d une particule de ¢ arge , le pression “u, donne les
composantes d un  ecteur. n éri e uelé uation :

du
Y ou, 2
I u (2)
est ien compati le a ec la force de Lorent telle uelle :
d
— E
dt
d
— E
7 ( x )

la premiére é uation e prime le tra ail de cette force, ui ne fait inter enir ue la partie électri ue du
p ) p
¢ amp).



L’n n g

Comme dans la t éorie classi ue, les potentiels ne sont pas dé nis de facon uni ue par les ¢ amps
( ui sont les seuls & etre o ser a les). n oit en particulier ue si f est un ¢ amp scalaire uelcon ue,
le pression & (98Vf) 0Y(0 f) s annule identi uement, donc on peut a outer au potentiel A un
gradient uelcon ue sans ¢ anger les ¢ amps. Récipro uement, sid A¥ 0YA =0, Aestun gradient.

L opération :
A A 9 (.2)

est appelée , et le fait ue les ¢ amps électromagnéti ues ne arient pas dans cette
opération s appelle

n peut tou ours trou er une fonction telle uela di ergence =7 soit nulle :
cest la . Le potentiel associé & une ¢ arge ( . ) éri e cette condition (c est é ident
dans le référentiel propre de la ¢ arge).

>’ D’A b :

Lé uation .20 peut encore s écrire :

( ) )

ion ac oisi la auge de Lorent , on o tient simplement

(é uation de d lem ert a ec second mem re).

)

dont on sait ue les solutions (états li res duc amp électromagnéti ue) peu ent etre considérées comme
des superpositions d de la forme :

ans le ide, on o tient une

ep( ) ep ( )

a ec ¢ ,cestadire 0. ¢ acune de ces ondes planes correspond un couple (E ) ort ogonau
a etentreeu .

il e iste des ¢ arges et des courants, u on peut décrire par un ¢ amp de courant ( ), lalinéarité
de 1 é uation de lem ert permet de passer par les solutions élémentaires (le second mem re est
restreint & un élément d espace temps autour de 1origine . ). n de ors de cet élément,
1 é uation omogene admet comme solution générale, en coordonnées sp éri ues :

(c ) e )

ou et sont des fonctions ar itraires d une aria le. Le premier terme apparait comme uel ue
c ose uise propage , tandis ue le second se propage . ar ailleurs nous
oulons retrou er, pour une ¢ arge e al origine, le potentiel de Coulom classi ue. n peut o tenir ce

résultat de la maniere sui ante :
n se place dans le référentiel propre de 1 élément de ¢ arge, pour se ramener 3 une ¢ arge immo ile




, e istant pendant un temps , sans élément de courant.
n ¢ oisit la solution dite retardée

— — 9) 0

la fonction alant sur uninter alle autour de 0, et 0 ailleurs. Cette solution est une sorte de co uille
sp éri ue de potentiel se propageant & partir de la ¢ arge, a partir de 1 instant ol elle a e isté.
ans un référentiel uelcon ue, on doit d a ord écrire pour un élément & 1 origine :

—— c)

(la co uille se propage a la itesse ¢ dans tout référentiel ...)

i on se place maintenant en un point donné de position & un instant donné , on doit sommer
sur les contri utions de tous les éléments d espace temps de position () telles ue ¢ ( étant
la distance de cet élément au point ).

n o tient ainsi 1l e pression générale des

irré ersi ilité
point de ue

arti ciel









