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1 Intégration, Transformée de Fourier et Convo-
lution

1.1 Introduction

Dans toute cette section, on utilisera le mot “fonction” pour “fonction
mesurable” et le mot “ensemble” pour “ensemble mesurable”. Cela n’aura
aucune conséquence pratique : on peut considérer sans risque (& moins de
s’intéresser aux problemes de logique mathématique) que toutes les fonctions
et tous les ensembles sont mesurables.

On propose ici la description d’une intégrale (I'intégrale de Lebesgue)
qui a un certain nombre d’avantages sur les intégrales définies traditionnelle-
ment (celle des fonctions continues par morceaux sur un intervalle fermé
borné de R, présentée en général - soit a ’aide des sommes de Darboux : on
I’appelle alors intégrale de Riemann, - soit a ’aide des fonctions en escalier
et d’un théoréeme de prolongement : on ’appelle alors intégrale des fonctions
réglées).

Parmi ces avantages, on peut citer :

1. Le traitement unifié des intégrales en toutes dimensions,

2. La possibilité de considérer une intégrale sur des sous-domaines com-
pliqués, par exemple ceux du type {z € RV, f() > p} (c’est surtout
utile en théorie des probabilités),

3. Des théoremes de convergence dont les hypotheses sont souvent aisé-
ment vérifiables.

Cette partie du cours est largement inspirée par le chapitre 2 du livre
de J.-M. Bony “Méthodes mathématiques pour les sciences physiques”. La
plupart des théoremes de cette partie ne seront pas démontrés dans le cours :
les preuves sont souvent difficiles. Certaines démonstrations sont proposées



en exercice. On trouvera ’ensemble des preuves tres bien présenté par ex-
emple dans 'ouvrage de W. Rudin “Real and Complex Analysis” (qui existe
aussi en version frangaise).

1.2 Quelques notations et rappels

Lorsque A est un sous-ensemble de R™V, on note 14 la fonction (appelée
parfois fonction indicatrice de A) définie par 14(xz) = 1 pour z € A et
La(z) = 0 pour = € A° (avec A° = RN — A).

Lorsque (A;);en est une suite de parties de RY, on note

UienA; = {2 e RY/3i e N, z € A;).

Une telle union (dont I’ensemble des indices est N) est dite dénombrable.

On notera également B(z,r) pour € RY et r > 0 la boule ouverte de
centre z et de rayon r : B(z,r) = {y € RN/ |y — z| < r}.

On rappelle que lorsque U C RY, I’ensemble U est ouvert quand pour
tout @ € U, il existe r > 0 tel que B(z,r) C U.

Enfin, on note Ry = Ry U{+cc}. On étend & cet ensemble de maniére
naturelle I’addition (par z + (4+-00) = 400 pour tout = € R,), I'ordre (par
+oo > z pour € Ry) et la multiplication par des réels non nuls (par
& X (+00) = 400 pour z € RY).

1.3 L’intégrale de Lebesgue des fonctions positives

On admet sans démonstration la proposition suivante, qui caractérise
I’intégrale de Lebesgue des fonctions positives :

Proposition : Soit f : RV —>7R+ une fonction. On admettra que
’on peut construire une quantité de R appelée intégrale de Lebesgue (IN-
dimensionnelle) de f et notée [,y f(z)dz (o, s’il n’y a pas d’ambiguité,
fRN [, ou méme [ f) qui vérifie les propriétés suivantes :

1. Linéarité : si A,u € RY, f,g: RY = Ry,

[ (hrsus)=a [r+n s

Cette propriété entraine celle de monotonie : si f,g: RY - Ry, f < g,

alors
/fé/g



2. Valeur sur un pavé de RV : pour a; < by,..,an < by :
/1[(11,[)1])(..)([(1]\7,[)]\7] = (bl - al) .. (bN - QN)

3. Convergence monotone : Soit (f,)nen une suite croissante (i.-e. telle
que pour tout x € RN, p > ¢ = f,(z) > f,(z)) de fonctions de RV
dans Ry (ou méme R,). Si pour tout x € RY, fu(z) — f(z) (avec
f(z) € Ry, limite qui existe toujours, car toute suite croissante tend

vers une limite finie ou vers 400), alors [ f, — [ f.

4. Théoreme de Tonelli : siz € R,y € RY, P+Q = N, et f: RN = Ry,
alors

ANfIAP(AQf(x,y)dy)dx:AQ( Rpf(w,y)dx)dy'

On voit donc que pour ce qui concerne les fonctions positives, on peut
toujours écrire leur intégrale sur RY. De plus, pour N > 1, on peut effectuer
les intégrations par rapport aux différentes variables dans n’importe quel
ordre.

La définition suivante permet de calculer des intégrales de fonctions
définies sur des sous-ensembles de R, si compliqués soient-ils.

Définition : On définit pour tout ensemble A C RV et JiA— R
'intégrale de Lebesgue (N-dimensionnelle) de f sur A par fRN f,avec f=f
sur A et f =0 sur A°.

Un des avantages de I'intégrale de Lebesgue est que I'on peut utiliser

des ensembles compliqués pour faire des estimations. Par exemple, on a de
maniere instantanée des inégalités de type Bienaymé-Tchébytchefl :

/pr/ L.
{z, f(=)2p}
1.4 Mesure des ensembles, ensembles négligeables

Définition : On définit lorsque A C RY la mesure de Lebesgue N-
dimensionnelle de A par dz(A) = [y 14. C'est un élément de R



Il est clair que la mesure est croissante par rapport a l'inclusion : si
AC BCRY onadz(A) < dz(B). On ade plus la

Proposition : La mesure d’une union finie (ou dénombrable) d’ensembles
est inférieure a la somme (éventuellement dénombrable) des mesures des en-
sembles :

de(A; U UA,) <dz(Ay) + ..+ dz(Ay),
+ oo
dw(UieNAi) < Zdw(Az)
=1

Preuve : Si ¢ € Ay U..UA,, alors 3i € {1,..,n},z € A;. Donc
la,(z) =1, et 14,(x)+..4+ 14,(2) > 1. On procede de la méme maniere
dans le cas dénombrable.

Définition : On dit d’un ensemble A C RY qu’il est négligeable s’il
est de mesure (N-dimensionnelle) nulle (i-e. dz(A) =0).

La proposition précédente implique immédiatement la

Proposition : Toute union (finie ou) dénombrable d’ensembles de
mesure nulle est de mesure nulle. Tout sous-ensemble d’un ensemble de
mesure nulle est de mesure nulle.

La proposition suivante permet dans la plupart des cas d’identifier des
ensembles de mesure nulle.

Proposition :

1. Tous les sous-ensembles finis (ou plus généralement dénombrables) de
R sont de mesure (1-dimensionnelle) nulle.

2. Toutes les courbes de classe C'! (c’est-a-dire les images d’un intervalle
de R par une application de classe C'* de R dans R?) sont de mesure
(2-dimensionnelle) nulle (de méme bien sur que leurs unions finies ou
dénombrables, et leurs sous-ensembles).

3. Toutes les surfaces régulieres (c’est-a-dire les images d’un ouvert de
R? par une application de classe C'! de R? dans R®) sont de mesure
(3-dimensionnelle) nulle (de méme bien sir que leurs unions finies ou
dénombrables, et leurs sous-ensembles).



Preuve: Pour le premier point, on remarque simplement que dz({zo}) <
dz([zo,x0 + 1/n]) = 1/n (propriété de la valeur sur un pavé de R™), et on
fait tendre n vers l'infini.

Pour le second point, on observe qu’on peut toujours se ramener a
Iimage d’un intervalle fermé borné de R (car R est une union dénombrable
de tels intervalles). Si l'on considére alors f : [a,b] — R? de classe C!, on
peut trouver M > 0 tel que |f/| < M sur [a,b]. On a alors

Hlet) =0 (o4 - ) Lot - 0 20)

n

_ i+1/2. M (b—a)

U, B b— :
cump( s+ 0- 0 2 M
Mais ce dernier ensemble est inclus dans un carré de coté de longueur M (b—
a)/n, il est donc de mesure au plus 4 M? (b — a)?/n (propriété de la valeur
sur un pavé de R™). On conclut de nouveau en faisant tendre n vers l'infini.

La démonstration du dernier point est similaire.

Définition : On dit d’une propriété relative & R (ot & I'un de ses sous-
ensembles) qu’elle est vérifiée presque partout (en abrégé p.p.) ou presque
sturement (en abrégé p.s.) si elle est vérifiée sauf sur un ensemble de mesure
(N-dimensionnelle) nulle.

Proposition : Soit f: A — R telle que fA f=0. Alors f =0 p.p.

Preuve : On remarque que de({z € A, f(z) > 1/n}) < n [, f = 0.
Or {z € A, f(z) >0} = Upen{z € A, f(z) > 1/n}, donc da({z € A, f(z) >
0} = 0.

1.5 L’intégrale des fonctions a valeurs dans R ou C

Définition : Pour f : A ¢ RY — R, on note f+ = flso, 7 =
—f1ljco. Onabien sir f=fT— f~ et |fl=fT+f".

Cette maniere de décomposer f sous forme de la différence de deux
fonctions a valeurs positives permet d’étendre “par linéarité” 'intégrale de
Lebesgue (en ‘posant fA f= fA fr- fA f7). Néanmoins cette formule n’a
de sens que si I'on n’a pas simultanément fA [T = 400 et fA [~ = +oc.
Cette remarque motive la définition suivante :



Définition : Une fonction f : A C RN — R telle que [,|f] < 400
est dite intégrable (au sens de Lebesgue). On définit alors son intégrale (de
Lebesgue) par la formule [, f = [, f*— [, f~ (ces deux derniéres quantités
sont finies puisque |f| = f*+ 7).

Attention : Ce n’est (presque) jamais grace a cette formule que I'on
calcule les intégrales en pratique.

L’intégrale ainsi étendue aux fonctions a valeurs dans R est encore
linéaire : si A\, € Ret f,g : RY — R vérifient [ |f] < +oo, [|g] < +o0,
alors f|/\f—|—,ug| < 400 et

/(Af+ug)=A/f+u/g-

Elle est également toujours monotone : si [|f] < +oo, [|g] < 4ocet f < g,

alors [ f < [g.

Lorsque les fonctions sont a valeurs complexes, on peut les intégrer en
utilisant la formule (pour f, g a valeurs réelles)

Ju+io=[r+ifq

De méme our les fonctions & valeurs vectorielles, on integre coordonnées
’ ’
par coordonnées.

Proposition : Si f,¢g: A C RY — R sont deux fonctions intégrables,
etsi f=gp.p.,alors [ f=[g.

Preuve : Supposons que f = 0 p.p. Alors il en est de méme de fT et
f7. Maison a [ ft = [, ft, ou A est de mesure nulle, et par théoreme
de convergence monotone, fA ft=lim,_o f{xeA,f+(x)§n} et cette derniere
intégrale est nulle (car inférieure & ndz(A)). On peut alors faire le méme
raisonnement pour f~. Finalement on applique ce que 'on vient de faire a

f—9

1.6 Les grands théorémes d’intégration

Théoréme (convergence dominée) : Soit (f,,),en une suite de fonctions
de A ¢ RY dans R telle que pour presque tout z € A, fn(x) converge vers



f(z). On suppose de plus que pour presque tout z € A, on a | f,(z)| < g(z),
avec g intégrable (i.e. [, |g(x)]de < 4o0). Alors ([, [f(x)]dz < 4o0,)
Jalfa=fl=0et [, fo—= [y f.

Remarque : C’est bien de la convergence presque partout dont on a
besoin dans ’hypothese du théoréme et non de la convergence ponctuelle
(appelée aussi convergence simple). Le théoréme de convergence dominée
est démontré a partir du théoreme de convergence monotone en exercice.

Contre-exemple : La “fabrique de chapeaux” et la “bosse glissante”
sont typiques de la mise en défaut de la convergence de l'intégrale lorsque
I’hypothese de domination n’est pas vérifiée. D’un certain point de vue, ces
deux exemples “épuisent” en fait les pathologies possibles.

Il s’agit d’une part de la suite de fonctions continues f,(z) = (n —
n|z]) 1{jz|<1/n} (“fabrique de chapeaux”): on a f, — 0 p.p. mais [ =1
d’autre part de la suite de fonctions continues f,(z) = (1 —|z —n|) L{jz—n<1}
(“bosse glissante”): on a de nouveau f,, — 0 p.p. mais [ f, =1 (on a utilisé
ici la notation usuelle en théorie des probabilités ou ’ensemble intervenant
dans la fonction caractéristique est sous-entendu : 1y,_, <1y @ la place de

Lizer Jo—n|<1})-

Exemple : On a

s
. . 0o
ngr-lr—loo ; (sin(1/z))"dz = 0.

On ne se préoccupe pas du point 0 ot sin(1/x) n’est pas défini, car un point
est de mesure nulle. On a (sin(1/2))™ — 0 pour presque tout & € [0, 7], en
effet les seuls points oll cette limite n’a pas lieu sont les (kx + 7/2)7!, avec
k € N, qui forment un ensemble dénombrable.

De méme, on peut considérer ’exemple suivant, en dimension supérieure :

lim (sin (#)) =0.
n—+oo (x,y)E[OJrP T — siny

De nouveau, ’ensemble des {(z,y) € [0,7]% 2 = siny} est de mesure (2-

dimensionnelle) nulle. Sur cet ensemble, la fonction sin( ) n’est pas

r—siny

définie mais on n’a pas a s’en préoccuper. De méme, on a (sin(x_sliny))” —0
pour presque tout (z,y) € [0,7]?. En effet, les seuls points ot cette limite
n’a pas lieu sont les {(z,y) € [0,7]?, 3k € Z,x —siny = (kr + 7/2)7'}, qui

forment une union dénombrables de courbes.



Enfin Pexemple suivant montre que I’on peut traiter de la méme maniere
des intégrales sur des ensembles non bornés :

lim 0+°o (1 + (sin(l/x))”) e~ da = 1.

n——+oo

Le théoreme de convergence dominée est souvent le bon outil pour
échanger les intégrales et les séries.

Exemple : On a I’égalité

1 +00 (_1)k €2k-|—1 -1
/ sin(e”) dz = Z ' .
0 — 2k+1)! 2k+1

On développe le sinus en série entiere. On remarque que I’hypothese de
domination est vérifiée car

n 6(2k+1)gg n e(2k+1)x
RS s E gk e ¥
par (2k + 1)! par (2k + 1)!

< sinh(e¥),

et x — sinh(e”) est intégrable sur [0, 1].

Le théoreme suivant permet de clarifier la situation en ce qui concerne
les intégrales multiples. C’est I’extension du théoréme de Tonelli aux fonc-
tions a valeurs réelles (ou complexes).

Théoréme (Fubini) : Siz ¢ R, y ¢ RY, P+ Q = N, f: RN = R,
et si [pv |f| < 400, alors (pour presque tout z € R”, la fonction f(z,-) est
intégrable sur R%, et Jpo f(2,-) est intégrable sur R”, la fonction f(-,y) est
intégrable sur RY et Jer f(-,y) est intégrable sur R?,)

/RNfI/RP(/RQf(x,y)dy)dx:/RQ( Rpf(x’y)dx)dy'

En pratique, on vérifie ’hypothese fRN | f| < 400 en utilisant le théoréme
de Tonelli (qui lui, n’a “pas d’hypothese”).

Exemple : On a grace a1’ interversion des intégrales, puis au développe-
ment en série entiere du cosinus :

/yio /;:1/2 ) gy = $ <(;;;f (2%%_ 1),

k=1




Théoréme (Changement de variable) : Soit U,V deux ouverts de R
et ¢ une bijection de classe C'! de U dans V dont la réciproque est également
de classe C'! (une telle application est dite difféomorphisme de classe C'1).

On note Jac(¢) le déterminant de la matrice Jacobienne (gf]’ )i;. Alors pour

toute fonction f: V — R telle que [, |f] < 400, on a [;|fod| |Jac(9)| <

400 et
/f:/ foo |Jac(d)].
174 U

La méme formule est valable pour toute fonction f:V — R, sans qu’elle
est besoin d’étre intégrable.

Remarque : On est souvent amené a utiliser ce théoreme dans des
situations ol le changement de variable n’a pas lieu entre des ouverts. On
peut le plus souvent se ramener au cas précédent en enlevant des ensembles
de mesure nulle.

Exemple : On considére le passage en coordonnées polaires : (r,8) €
10, +00[x]0, 27 [ (r cos @, r sinf) € R? — {(x,0),2 > 0} est une bijection
de classe C'' dont la réciproque est également de classe C'! (il est possible
d’expliciter cette réciproque a partir de la fonction arctan par exemple).
Le déterminant Jacobien de cette transformation est, comme on peut s’y
attendre : (r,8) — r.

On en déduit la formule (pour des fonctions intégrables sur R? ou &
valeurs positives)

+o0 27
/ f:/ / f(r cos@,r sinf)rdrdd.
R2 r=0 =0

$2
Un cas particulier de cette formule permet d’obtenir I’égalité de fR e~ 2 dx

2

1/2
avec (fR+><[O 2] re_%) (et donc avec (27)/2).
1.7 Lelien entre I’'intégrale de Lebesgue et 'intégrale “usuelle”

Dans les exemples donnés précédemment, on a utilisé sans justifica-
tion des formules valables pour les intégrales traditionnelles (intégrale des
fonctions continues sur un intervalle borné, intégrale impropre), par exemple

+oo -2
/ re” 2 dr =1.
0

9



On donne dans ce paragraphe les résultats précis qui justifient cette utilisa-
tion. Les preuves sont données en exercice a la fin du chapitre.

Proposition : Si f est une fonction continue (ou continue par morceaux)
sur un intervalle [a, b] (¢ < b) de R, il y a égalité entre I'intégrale de Lebesgue
de f sur cet intervalle et I'intégrale “usuelle” (celle de Riemann, définie &
partir des sommes de Darboux, ou celle des fonctions réglées, définie a partir
des fonctions en escalier).

La théorie de I'intégrale de Lebesgue contient par ailleurs celle des in-
tégrales impropres des fonctions positives et, plus généralement, celle des
intégrales impropres absolument convergentes.

Proposition : Soit f une fonction positive sur [a, b[ (pour un certain
a € R, et b > a, éventuellement infini) et continue, il y a convergence de
l'intégrale impropre (i.-e. la quantité lim,_; f[a@’] f & une limite finie) si et
seulement si l'intégrale de Lebesgue f[a,b[f est finie. De plus on a égalité
entre l'intégrale de f au sens de Lebesgue sur [a, b] et I'intégrale impropre
(e limgo fi, 1f)-

Soit f une fonction continue sur [a,b] (pour un certain a € R, et
b > a, éventuellement infini). Il y a convergence absolue de I'intégrale
impropre (i.-e. la quantité lim,_; f[a@’] |f| & une limite finie) si et seule-
ment si U'intégrale de Lebesgue f[a,b[ | f| est finie. De plus on a égalité entre
l'intégrale de f au sens de Lebesgue sur [a,b[ et I'intégrale impropre (i.e.

limg_p f[a,l’] f).

Remarque : On a des théoremes exactement similaires pour des in-
tervalles bornés [a, b sur lesquels on a une fonction continue non bornée au
voisinage de b.

Remarque : Les intégrales semi-convergentes ne sont pas des inté-

grales de Lebesgue. En toute rigueur, il faudrait écrire lim,_ 4o, fg Si‘;t dt

et non f0+oo Si‘;t dt. En pratique, on garde bien siir la notation “contractée”

400 gint
Jo St

1.8 L’espace L!

L’intégrale de Lebesgue d’une fonction ne changeant pas lorsque la fonc-
tion est modifiée sur un ensemble de mesure nulle, il est naturel d’introduire

10



un ensemble de “fonctions” définies presque partout. C’est ce qui permet
de fabriquer une norme a partir de l'intégrale.

Définition : Soit A un sous-ensemble de RY. On appelle L!(A)
I’espace vectoriel des fonctions intégrables sur A, c’est-a-dire telles que
fA |fl < 400, quotienté par la relation d’équivalence f ~ ¢ lorsque f et
g sont égales presque partout (autrement dit, L! est 'espace des fonctions

intégrables sur A ol on a identifié les fonctions qui sont égales p.p.). Pour
f € L*(A), 'intégrale de Lebesgue [, f est bien définie.

Exemple : Les classes d’équivalence associées aux fonctions z +—
(1 + |z|?)"/? sont dans L'(R?) pour r < —2. On le voit par passage aux
coordonnées polaires puis en utilisant l'identité entre intégrales impropres
de fonctions positives et intégrales de Lebesgue de fonctions positives.

Proposition : On définit une norme sur L'(A) en posant

1Al = /A .

Preuve : L’inégalité triangulaire et la propriété relative a la multipli-
cation par un scalaire sont évidentes. On sait par ailleurs que fA |fl =0 si
et seulement si |f| = 0 p.p.

La proposition suivante est de démonstration difficile. On ['utilisera a
de nombreuses reprises. On rappelle la définition d’une fonction a support
compact dans RV, Il s’agit d’une fonction qui vaut 0 en dehors d’un ensemble
borné.

Proposition : Les fonctions continues a support compact sont denses
dans L'(R"™) pour cette norme. Autrement dit, pour tout élément f de
LY(RY), il existe une suite (f,),en de fonctions continues & support compact
telle que |[fn — fllp1 vy — 0.

Définition : On note L} (R”) I'ensemble des classes d’équivalence de
fonctions de RN dans R dont la restriction & A appartient & L' (A) pour tous
les A bornés inclus dans RV,

Exemple : Toutes les fonctions bornées sont dans L1 _(RY). Les classes

d’équivalence associées aux fonctions # — |z|” sont dans L} (R?) pour r >
—2.

11



Remarque : En pratique on ne parle dans la suite que de “fonctions”
de L. 1l faut néanmoins garder & I’esprit que pour de telles “fonctions”, les
objets du type fA f sont bien définis, mais pas les valeurs en un point donné

du type f(zo).

1.9 Intégrales dépendant d’un parametre

Proposition : Soit A ¢ RY, U ¢ RY ouvert, et f: A x U — R telle
que f(a,-) est continue sur U pour presque tout a € A et telle qu’il existe
g € LY(A) vérifiant pour presque tout a € A,

VeelU,  |fla,2)] < g(a)
Alors [, f(a,-) da est bien définie et continue sur U.

Preuve : On utilise le théoreme de convergence dominée et la carac-
térisation séquentielle de la continuité (c’est-a-dire le fait qu’une fonction g
(définie sur un voisinage de € RY) est continue en z si et seulement si
pour toute suite z, — x, on a g(z,) — g(z)).

Remarque : On peut en pratique prendre pour U n’importe quel voisi-
nage de zg (aussi petit qu’on le souhaite) pour appliquer la proposition. On
peut aussi ne pas utiliser la proposition et vérifier directement la continuité
en utilisant le théoreme de convergence dominée.

Exemple : La fonction I' définie sur RY par

+oo
I'(z) = / " letdt
0

est bien définie et continue sur cet ensemble.
De méme, pour n € Z, la fonction de Bessel .J, définie par

2 . de
_ iz sinf—ind
Jn(z) _/0 e Py

est bien définie et continue sur R.

Proposition : Soit A C RY, U ¢ R¥ ouvert, et f: A x U — R telle
que f(-,z) est intégrable pour € U, f(a,-) est dérivable par rapport a
la i-ieme variable (du second groupe) sur U pour presque tout a € A (le

12



presque partout est supposé indépendant de & € U) de dérivée 0., f(a,-) et
telle qu’il existe g € L'(A) vérifiant pour presque tout a € A,

Ve e U, |05, f(a,z)] < g(a).

Alors [, f(a,-) da est dérivable par rapport a la i-ieme variable (du second
groupe) en tout point @ de U de dérivée [, 0, f(a,x) da.

Preuve : On la fait pour U intervalle de R.
On remarque que pour toute suite h, — 0,

i(/Af(a,x—l—hn) da—/Af(a,x) da) —/Aaxf(a,x) da

- /A (f(a, v+ h;;z @D @) N

On voit alors que (pour presque tout a € A),

fla,2+ hy,) — fla,x)

o hon ~ d=fla,x) =0.
De plus, on a
oz ) = 0s) g,

Oy fla,x +0(x,a,h,) hy,) — 0, f(a,z)

< 2g(a)

d’apres le théoreme des accroissements finis. On conclut alors en utilisant
le théoreme de convergence dominée.

Contre-exemple : Le théoreme des accroissements finis ne peut plus
étre appliqué correctement si par exemple pour chaque x € U, il existe a € A
tel que @ — f(a,z) n’est pas dérivable. On peut le voir par exemple avec la
fonction f(a,z) = l,<,-

Exemple : Les fonctions I' et J, (pour n € Z) sont dérivables (sur
R* et R respectivement). Les dérivées de ces fonctions sont données par les
formules

+oo
I(z) = / (logt) t*~ e~ dt,
0
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et
J/

n

2
) =1 Sineezxsm@—zn@_
(z)

0 27

1

= 5 Ju-1(2) = Jnpr (2)).

Remarque : Les théoremes de ce chapitre sont donnés dans un cadre
général : dimension quelconque, domaine d’intégration fini ou pas. lls per-
mettent de traiter la majorité des situations. Ils sont néanmoins impuissants
quand sont en jeu des intégrales semi-convergentes. Un cas typique est celui
de la fonction d’Airy

Ai(z) = / et /3 gy
R

On rappelle que cette intégrale n’est pas une intégrale de Lebesgue.

1.10 Transformée de Fourier et convolution dans !

Définition : Pour f € LY(RY), on appelle transformée de Fourier de
f et on note f (ou Ff) la fonction définie sur RY par

f& =] fla)e ™ da.
RN

Remarque : 1l existe de nombreuses variantes pour la définition de
la transformée de Fourier (le —i est parfois remplacé par 7, dz est parfois
remplacé par (2:)—@/2, etc.).

La transformée de Fourier ne dépend que de la classe de fonctions (& un
ensemble de mesure nulle prés) et pas de la fonction elle-méme.

Exemple : La transformée de Fourier (dans R) de z — e~1*| est ¢

2 sin(a )

2. Celle (toujours dans R) de z +— 1;_, () est & — — -

fevg

Proposition : La fonction z € RN — e~lel?/2 4 pour transformée de
Fourier la fonction ¢ € RN (277)]\7/2 e lElP /2

Preuve : Pour N = 1, si on note ¢ la transformée de Fourier de
2
xRN — e7l77/2 on a

+oo 5 .
o) = [ e

— 00

14



donc

g’(f) _ /+Oo(—i$) 6—1’2/2—2'1’5 da,

— 00

Foo 2 . Foo 2 .
=1 / (—x —i&) e ™ /2 gy / Eem ™ 27 gy

=—-£g(8).

De plus ¢(0) = (27)'/2. Done g(¢) = (2r)'/? e—lel?/2,
On peut facilement ramener le calcul en dimension N a celui en dimen-
sion 1.

Proposition : Pour f € L'(R"), la transformée de Fourier de f est
une fonction continue et bornée (par || f||z1@ny)-

Preuve : La continuité est une conséquence du théoreme sur les inté-
grales & parametre. En effet pour tout z € RY, la fonction & — e est
continue, et

e f(a)| < [ f (@)

Or on a supposé que f € LY(RY).

Enfin,
‘/ e fa) da §/ |f(z)| dz.
RN RN

Remarque : on peut aussi montrer que la transformée de Fourier de
f € LY(RY) tend vers 0 a linfini. Ceci est fait en exercice.

Proposition : Soit f € LY(RY) telle que z; f € LY(RY). Alors f est
dérivable par rapport a la i-ieme variable et cette dérivée est

Jd
9&;

De méme, pour f € L' nCHRYN) telle que 9;f € L*(RN), on a

F(&) = —izi f(€).

T
-6 = i€ f(©).

Preuve : La premiere partie de la proposition est une conséquence du
théoreme de dérivation sous le signe somme.

15



La seconde formule s’obtient par intégration par parties. Pour se ramener a
un domaine borné, on introduit une famille de fonctions ¢, (y) paires de R
dans [0, 1] de classe C'! telle que

¢n|[0,n] = 17 ¢n|[n—|—1,—|—oo[ = 07 |¢;1| < 2.

Le théoreme de convergence domminée implique que pour toute fonction ¢
de L'(RY), on a la convergence dans L'(RY) de ¢, ¢ vers g et de ¢/ g vers
0.

On remarque alors que

/ E 0, f(2) o) do = — / e f(x) & () da
RN

BN

+i& / €™ f(x) pplws) da.
RN
On conclut en faisant tendre n vers 'infini.

Exemple : En appliquant la premiére formule & la fonction 2 € RY

e_|x|2/2, on voit que la transformée de Fourier de la fonction 2z € RN
—x; e~ 171772 ast 1a fonction e RY — 1827 e—lEl/2,

Remarque : Ce lien entre la transformée de Fourier et les dérivations
est essentiel. On voit que la transformée de Fourier “diagonalise” les dériva-
tions. Cela permettra de calculer de maniere explicite dans de nombreuses
situations des solutions d’équations différentielles ou aux dérivées partielles.

Proposition : Pour f € L'(R™), h € RN et A > 0, on note 7, f(z) =
flz 4+ h) et dyf(z) = f(A2) la translatée et la dilatée de f. On a

(&) = €€ f(€)

et

drf(€) = AN f(

= ANy -1 f(9).

Preuve : Ces formules s’obtiennent immédiatement par changement

).

S|y

de variable.
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Définition - Proposition : Pour f,g € L'(R"), on pose

(e = [ fgte=y)dy.
yeRN

On définit ainsi une fonction de L' (R™), appelée convolée de f et g. L’opération

de convolution est commutative (i.e. pour f,g € L'(RY), fxg =g+ f).

Preuve : On voit que, grace au changement de variable z = z — y,
/ / |f(W)lg(@ = y)l dyde < |[fl|p@ny 19l L@y
zeRN JyeRN

Le théoreme de Fubini implique que pour presque tout z € RN, y ¢ RN —
f(y) g(z — y) est une fonction de L'(RY), et fxg € LY(RY).
La commutatitivité résulte du changement de variable z = y — .

Exemple : La convolée de 1_, ;) et 1|33 pour b > a est la fonction
paire qui vaut 0 sur [a + b, +o0[, 2a sur [0,b — a[ et 2 — a4+ b — & sur
[b — a,a+ b]. En effet c’est la fonction 2 — ffjaa Li_pp)(2) dz.

Remarque : Beaucoup de problemes différentiels peuvent se résoudre
en terme de convolution. Ainsi, si g est une fonction de L'(R) nulle sur R_,
la solution du probléme de Cauchy f'+ f =g, f(0) = 0, est donnée par la
formule

s = [ ooy em=as,
0
si bien que f=gx* (t — e " 1p_(1)).

On note CZ(R™) I’ensemble des fonctions p fois contintiment dérivables
a support compact (c’est-a-dire nulles en dehors d’un ensemble borné). Pour
a e NV o= (iy,..,iy), on note d, = 03t O

Proposition : Pour f € L'(RY), g € CZ(RM), on a fxg € CP(RY),
et pour |a| < p,
Io(f*g) = f*0ay.
Preuve : C’est une conséquence du théoreme de dérivation sous le

signe somme (et du théoreme de “continuité” sous le signe somme). On le
détaille pour la dimension N = 1 et pour la dérivée premiere.
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On voit que pour presque tout y € R, la fonction & — f(y) g(z — y) est
dérivable. De plus,

1f (W) g'(x = )| < lg'llso LF W),

et on a supposé que f est intégrable.

Définition : On appelle suite régularisante (sur RY) une suite de
fonctions (¢,),>1 définie par

on(z) =" ¢(na),

ol ¢ est une fonction positive, de classe C'°°, d’intégrale 1, et de support
inclus dans la boule unité B(0,1) de RY. On montre en exercice I’existence
d’une telle fonction ¢.

Proposition : Pour f € L'(RV), la suite régularisante f* ®,, converge
dans L'(R™) vers f. On en déduit la densité de C°°(RY) n LY(RY) dans
LY(RM) (pour la norme de L'(RY)).

Preuve : On le montre tout d’abord pour f continue (a support com-

pact (par exemple inclus dans B(0, R)) pour rester dans le cadre des fone-
tions de L'(R™Y)). On voit que

f 4 ba(a) = /RNf(ac ~2)o() d=

Or pour tout z € RN, lim, 4o f(z — 2) = f(z) car f est continue, et

z
/(2= =) ¢(2)] < I/l lo(2)],
et cette derniere fonction est intégrable, donc (pour tout z € RY)

lim f* (bn(x) = f(x)

n—+400
Comme de plus
|f* (@) = f(@)] < 2| f]leo LB(0,R41/n)s
<2 ||f||00 1B(0,R+1/n)7

on a la convergence dans L'(R™Y).
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On utilise ensuite la densité des fonctions continues (& support compact)
dans L'(R™) (pour la norme de L'(RY)).

Soit f € LY(RM). 1l existe g continue & support compact telle que
1/ = gllpr@~y < /3. On a alors

1 % ¢n — fllor@yy < g * én — gllpi@m

(= 9) * Gallpiemy +If = 9llmm
<2e/3+1lg* b — gllnmmy-

Mais pour n assez grand, ce dernier terme est inférieur a /3.
Proposition : Pour f,g € L'(RY), m = f.

Preuve: C’est une conséquence du changement de variables z = z —y.

Exemple : La convolée de deux Gaussiennes est une Gaussienne.
|z—ul”

Plus précisément, si on note M,, r(z) = 2T la Gaussienne
1+

p p—
rT)N/2 €
de parametres p > 0, v € RN, T > 0, en utilisant les translations et les
dilatations on obtient

e

—iuE—L g2
M,u1(€) =pe ¢zl

si bien que si 'on admet I'injectivité de la transformée de Fourier (démontrée
a la proposition suivante) on a la formule

Ml)huth * MP27u27T2 = Ml)l p2,u1+uz, T1+T -

Remarque : Cette propriété est essentielle en théorie des probabilités :
elle signifie que la somme de deux variables aléatoires Gaussiennes indépen-
dantes est encore une variable aléatoire Gaussienne. C’est également co-
hérent avec le théoreme central-limite.

L’un des théoremes les plus importants de ’analyse de Fourier est celui
qui permet d’obtenir 'inverse de la transformée de Fourier :

Théoréme : Soit f € L'(RY) telle que f € L'(R") également. Alors
pour presque tout z € RN,

fa) = Cm) Y [ e
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Preuve : On calcule (en utilisant le théoréme de Fubini)

H

en™ [ e e e

— (27‘1’)_N /RNf(y) {/RNei(l’—y).f e—s@ df} dy

_ _le=u® dy
= [ g e

On fait alors tendre € vers 0.
Grace au théoreme de convergence dominée, on voit que

) o on HE o on
lim [ et f@) e de= [ € fe)de
e=0 JpN RN

uniformément pour z € RV,

D’autre part, lorsque f est continue et bornée, on remarque que

_ _le—u? dy
en e [ fw e

=2
= (27)~N/2 fle—cz)e” 2 dz.
RN
Mais pour tout z € RY, f(z —ez) — f(z) lorsque ¢ — 0 car f est continue,
et

P L2
[z —ez)[e”=" <||fllce™ =7,
cette derniere fonction étant intégrable, donc d’apres le théoreme de conver-
gence dominée, pour tout z € RV,

a—y|® d
lim (2) N2 | () e = f).

e—0 RN

Comme de plus

a—yl® d
a0 [ ) S - )| < 2l

la convergence & lieu dans L'(B(0, R)) pour tout R > 0.

On conclut par un argument de densité. On sait que les fonctions de L' (R™V)
peuvent étre approchées (dans L'(R™)) par des fonctions continues & sup-
port compact. On en déduit que lorsque f € L'(RY),

e—0

a—yl> d
finy (7)™ [ pto) R S = o)
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dans L'(B(0, R)) pour tout R > 0. On a donc 1’égalité demandée pour
presque tout z.

Corollaire : La transformée de Fourier de x —+ (14 2%)7! sur Rest la
fonction & — we~l¢l,

Remarque : On voit que les opérations qui consistent, pour une fonc-
tion f donnée, a prendre sa transformée de Fourier f, puis & la multiplier
par une certaine fonction y, et enfin a en prendre la transformée de Fourier
inverse, sont en fait des convolutions.

Ainsi si x(§) = 1[_4,4)(§) (on coupe les hautes fréquences), alors cela
revient a convoler par I'inverse de la transformée de Fourier de y, c’est-a-dire
par la fonction z — sin(az)
n’est pas dans L!(R).

Attention néanmoins, cette derniere fonction

1.11 Exercices

1. Preuve du théoréme de convergence dominée. Soit (f,,),en une suite
de fonctions de A C RV & valeurs dans R (ou C) telle que pour presque tout
x € A, fn(z) = f(z). On suppose de plus que pour presque tout z € A, on
a|fu(z)] < g(z), avec ng < 4o0.

1. Montrer que 'on peut remplacer les termes “pour presque tout x € A”
dans les hypotheses précédentes par les termes “pour tout = € A”.
Dans la suite, on se place donc dans le cadre de cette derniere hypothese.

2. Montrer que la suite (p,),ex de fonctions de A C RY & valeurs dans R
définie par

Pu() = sup | fr(z) — f(=)|

k>n

est décroissante, tend vers 0 en tout point de A et vérifie
Vee A, Ipa(e)] < 20(0).

3. Conclure en appliquant le théoréeme de convergence monotone a la suite
(2 g - pn)nEN-

2. Utilisation du théoréme de Fubini pour 'intégrale semi-convergente
du sinus cardinal.
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1. Montrer que pour A > 0, t > 0,

A : —tA
1—
/ o=t in o de — (cosA+tsinA)e ‘
0 1+ t2

2. Montrer que

. +0 (cos A+t sin A) e7tA
lim

dt = 0.
A—4oo 0 1 —I_ t2

3. En déduire par utilisation du théoreme de Fubini que

. A gin 2 T
lim = —.
A=t Jg @ 2

3. Le calcul du volume de la boule en dimension N. On définit les
coordonnées sphériques en dimension N par les formules

21 = 7 cos by,
29 = r sin 61 cos s
3 = r sin 8y sin 05 cos s
TN—_1 = rsinfy sinfy..sinfn_gcosbn_q
TN = rsinfy sinfy..sinfn_9sinOy_4

ot r € Ry, 01,..,0n_2 € [0,7] et On_; € [0, 27].
On note Jy(r,60,..,0n_1) le déterminant Jacobien de ce changement
de variable.

1. Montrer que Jy(r,01,..,0n_1) = pV-1 In(1, 61, .., 0n-1).

N-1| _
On note |S | = fé’l,..6’N_2E[O,w],é’N_le[O,%r] In(1,64,..,0n_1). Cette
quantité est le “volume N —1-dimensionnel” de la sphere N —1-dimensionnelle.

2. Montrer que
/ e—(x?-l—...-l—x?\,)/?dxl”de — (27T)N/2.
RN
3. Montrer que

2 2 N-1 o 2/2 N-1
/ e~ AT 2y day =[SV |/ e 2N gy,
RN 0

22



4. En déduire que
27TN/2

T(N/2)’

et que le volume de la boule unité B(0, 1) en dimension N est

5V =

oN/2
l=—"——.
/13(0,1) I'(N/2+1)

4. Solution de I’équation de transport. Donner une formule pour la
solution de ’équation de transport

8tf(t7$)‘|‘8xf(t7$) :g(t,x), f(0,$):f0($).

On pourra introduire la variable y =t + z.

5. Associativité de la convolution. Montrer que pour f,g,h € LI(RN)7
(f*g)*xh=[x(gxh).

6. On définit f sur R par f(z) = el
1. Montrer que (f * f)(z) = (14 |z|) e~ ll.

2. Calculer la transformée de Fourier de fx* f. En déduire que la transformée
de Fourier de la fonction 2 + (1+22)~2 est la fonction & = Z (1 +|¢]) ekl

7. Etude de la fonction I'. On rappelle que la fonction I' est définie sur

R? par
+oo
I'(z) = / t"~ et dt.
0
1. Montrer que pour tout x € Rj_,
I'(z+1)=al(x).

2. On admet que (pour z €]0, 1])

/-I—oo a~ % T
da = — .
0 l+a sin (7 x)

(cette formule sera démontrée dans le chapitre consacré aux fonctions de la

variable complexe). Montrer la formule des compléments :

T

I'z)I'(1—2)=

sin(ra)’
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On observera que

+oo +oo
I'z)I'(1—2) = / / e s s et dtds
0 0

+ oo + oo
= / / e~ s =% dods
0 0

grace au changement de variable t = o s.

3. En déduire que I'(1/2) = /7, puis que (pour n € N), T'(1/2 4+ n) =
(2n)!
22npl”

4. Pour tout z,y > 0, on pose

1
B(z,y) :/ "7t =)yt dt.
0
Montrer que pour tout z,y > 0, on a
['(z+y)Blx,y) =T(x) ['(y).

On montrera que

1 +oo
Iz +y) B(z,y) = / / e ()" e 070 (g(1 — 1))~ s dsdt
t=0.J5=0
et on utilisera le changement de variable
u = st, v=s(1-1).

8. Etude des fonctions de Bessel. On rappelle que la fonction J,, (pour
n € Z) est définie sur R par

2T
Jn(x) — / eil’ sinf—:n @ ﬁ
0 27

1. Montrer que la fonction J,, admet le développement en série entiere

On utilisera le théoréme de convergence dominée pour obtenir 1’égalité

too o Nmo op2m
Jn(w)zz(m) /0 e_me(siHO)m;i—e

m! T
m=0
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+oo 4. B
R N N G e
_mz_:o ! (QZ)m (m-l—n)'(m_n)'

2 2

2. Montrer que (pour n € Z) la fonction J, est solution de I’équation

différentielle

n2

1
T+ )+ (1 ) L) =0
On observera que
2J7/1 = Jpn—-1 — Jn—l—h

puis, en utilisant une intégration par partie, que
n
2 EJn — Jn—-1 ‘|’Jn—|—1-

9. Lien entre l'intégrale de Lebesgue et I'intégrale des fonctions réglées.
Soit f une fonction continue sur [a, b] (a,b € R, a < b) a valeurs dans R. On
rappelle qu’alors f est uniformément continue : pour € > 0, il existe n > 0
tel que [v —y| <n=|f(z) - fy)| <e

On appelle fonctions en escalier les fonctions de la forme Zle A;lg, o
les I; sont des intervalles disjoints dont la réunion forme lintervalle [a, b], et
ou les A; sont des réels.

1. Montrer que f est limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier
(utiliser la continuité uniforme de f).

2. Montrer que si g est une fonction en escalier sur [a, b], il y a identité entre
I'intégrale de Lebesgue de g sur [a, b] et 'intégrale “usuelle” de ¢ sur [a, b].

3. On rappelle qu’on définit l'intégrale “usuelle” d’une fonction continue
comme la limite des intégrales fab fn(t) dt d’une suite de fonctions en escalier
(fn)nen qui converge uniformément vers f. Montrer que cette définition
est cohérente (il s’agit de montrer que si deux telles suites existent, leurs
intégrales convergent toujours et vers une méme limite).

4. Montrer en utilisant le théoreme de convergence dominée que l'intégrale
de Lebesgue de f sur [a, b] est égale a l'intégrale “usuelle” de f sur [a,b].

10. Lien entre 'intégrale de Lebesgue et les intégrales impropres. Soit
f une fonction continue et positive sur [a, +oo[ (pour a € R).

1. En utilisant le théoreme de convergence monotone, montrer qu’il y a
convergence de l'intégrale impropre (i.-e. la quantité lim,_, 4 f[a 2] f a une
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limite finie) si et seulement si I'intégrale de Lebesgue f[a -I—oo[f est finie.
Montrer de plus que dans ce cas, on a égalité entre I'intégrale de f au sens
de Lebesgue sur [a, +oo] et I'intégrale impropre (i.e. limy 4o f[a 2] f).

2. En utilisant le théoreme de convergence dominée, montrer qu’il y a con-
vergence absolue de I'intégrale impropre (i.-e. la quantité lim,_, f[a@’] | f|
a une limite finie) si et seulement si 'intégrale de Lebesgue f[a,—l—oo[ | f| est
finie. Montrer de plus que dans ce cas, on a égalité entre I'intégrale de f au
sens de Lebesgue sur [a, +00[ et I'intégrale impropre (i.e. limy_4oo f[a@’] f).

3. Montrer que les deux résultats précédents sont encore valables pour des
fonctions continues sur des intervalles semi-ouverts [a, b (avec a,b € R,a <

b).
4. Montrer (en utilisant une intégration par parties) que

A .
sin ¢
lim —dt

existe mais que la fonction ¢ — S n’est pas intégrable (au sens de Lebesgue)

¢
sur [0, 4oof.

11. Comportement a I'infini des transformées de Fourier. On admet
le résultat de I'exercice 9 (question 1). On rappelle également que les fonc-
tions continues & support compact sont denses dans L!(R) pour la norme

de L}(R).

1. Montrer que les fonctions en escalier a support compact sont denses dans
LY(R) pour la norme de L'(R).

2. Montrer que la transformée de Fourier d’une fonction en escalier tend

vers 0 a l'infini. En déduire que la transformée de Fourier d’une fonction de
LY(R) tend vers 0 a I'infini.

12. Existence de fonctions C'° a support compact.

1. Montrer que la fonction f : a2 €] — 1, 1[— exp(—l_lxz)) et qui vaut 0 sur
R — {x,|z| > 1} est de classe C*° sur R — {—1,1}. Montrer que sa dérivée
k-ieme est de la forme

1) = Qute) exp (- =),
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ol ()1 est une fraction rationnelle dont les seuls poles sont en —1 et 1.

2. Montrer que f est en fait de classe C° sur R et paire. Montrer que
g : RN — R définie par g(z) = f(|z|) est une fonction de classe C* sur RV
positive, nulle en dehors de la boule B(0,1). Fabriquer une fonction ayant
les mémes propriétés et étant de plus d’intégrale 1.

13. Transformée de Fourier des fonctions radiales en dimension 2.
Soit f € L'(R?), radiale (i-e. ne dépendant que de 2% + y*). On éerit
flz,y) = g(v/2% 4+ y?). Montrer que f est encore une fonction radiale, et
que si f(&,n) = h(\/€ + n?), alors

h(s) = 277/ Jo(rs)rg(r)dr
R4

pour s > 0.
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2 L’analyse vectorielle (formes différentielles)

Le matériel de ce chapitre est tiré des livres de H. Cartan : “Formes dif-
férentielles”, et de H. Flanders : “Differential forms with applications to the
physical sciences”. Dans ces deux livres sont exposés la théorie rigoureuse
des formes différentielles et une preuve compléte de la formule de Stokes
générale y est présentée.

2.1 Les opérateurs classiques de dérivation

Définition : Pour f: RN — R de classe C' sur un ouvert de RV, on
pose Vf = (01f,..,Onf). Lorsque f : RY — RF, on peut encore utiliser
cette notation, mais V f devient alors une matrice.

Exemple : Dans un fluide, on note u : R® — R le champ des vitesses.
La notation (u- V)u est utilisée pour désigner le terme de convection dans
les équations d’Euler ou de Navier-Stokes incompressibles : c’est le vecteur
de composantes 2?21 u; 0.

Définition : Pour f: RY — RY de classe C'' sur un ouvert de R, on
pose divf=V.-f=0fi+. +0nfn.

Exemple : Les champs qui préservent le volume sont de divergence
nulle (cela est montré en exercice) : par exemple le champ des vitesses dans
un fluide incompressible.

Définition : Pour f : R?® — R de classe C!, on pose rotf = VA f =
(O2fs — 03 f2,0sf1 — 01 f3,01f2 — 02 f1). En anglais, on utilise le terme curl

au lieu de rot.

Remarque : On définit parfois le rotationnel d’un champ de RY dans
RN comme la matrice antisymétrique de taille N de terme général (0i f; —
d; f;)ij. L’ensemble des matrices antisymétriques de taille N étant un espace
vectoriel de dimension N (N —1)/2, on identifie le rotationnel d’un champ 2-
dimensionnel avec un réel d; fo — 02 f1. De méme, on identifie le rotationnel
d’un champ 3-dimensionnel avec un vecteur de R® : c’est précisément le
rotationnel défini précédemment.
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Remarque : L’interprétation en termes de formes différentielles : On
appelle forme différentielle de degré p (p € N,) sur RY une expression de la
forme

w = Z iy, ip dwil AN dacip,
11 4eslp
dans laquelle on impose dz;Adz; = —dx jAdz; (de maniere précise, on impose
pour toute permutation o € Sy, dr,(;,) A Adayy = e(o) dvyy A Adzy,).

'p
On peut alors écrire

w = E @iy, dwil AL A dacip,

et on définit une forme de degré p 4+ 1 par la formule

dw = Z dai17..7ip A dwil AL A dacip,

il <<Zp
ot day, . ;, est donnée par la formule traditionnelle
N
da;,
dag,,..i, E I
: 0x;

Par convention, les formes de degré 0 sont simplement les fonctions.

On s’intéresse a la dimension 3.
On considere tout d’abord une forme de degré 0 (i-e. une fonction A), on a
alors

JA JA JA
dA = —d —d —d
8$1 x1+ 8$2 Xo + 8$3 T3,

on retrouve ainsi les composantes du gradient de A.
On considere ensuite une forme de degré 1

W = Al d$1 + A2 d$2 + A3 d$37

on a

i 8143 8142 8141 8AS
dw = (3—@_ 8—$3) dxy N dxs + (3—$3_ 8—$1) drs A dxy

J04;, 04
(8—$1 - 8—@) d$1 A d$27
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et les différentes composantes sont (au signe pres) celles du rotationnel de
A.

Enfin on considere une forme de degré 2

W= B1 d$2 A d$3 + B2 d$3 A d$1 + B3 d$1 A d$2.

_ (0B, 9B, 9By
dw = (8$1 + 8$2 + 8$3

et 'unique composante cette fois-ci est la divergence de B.

) d$1 A d$2 A d$37

2.2 Le lemme de Poincaré

Proposition : Les champs de gradient (d’un ouvert U de R? dans R?)
de classe C! (c’est-a-dire ceux de la forme V¢, avec ¢ : U — R de classe
C?) ont un rotationnel nul. Les champs de rotationnel (d’un ouvert U de R?
dans R?) de classe C'!' (c’est-a-dire ceux de la forme rotA, avec A : U — R?
de classe C'?) sont de divergence nulle.

Preuve: Les deux propriétés sont conséquences du lemme de Schwarz :
pour toute fonction f de classe C? d’un ouvert de RV & valeurs dans R, et
tout 7,7 = 1..N, on a

?*f 0*f
0105 0j0i

Remarque : Ces deux propriétés sont des cas particuliers de la méme

formule d(dw) = 0, valable en fait pour toute forme différentielle w (de classe

c?).

Les différentes versions du lemme de Poincaré permettent de donner
des réciproques a la proposition précédente.

Théoréme : Les champs (de classe C1) & rotationnel nul sur R” sont
les champs de gradient.

Preuve : On suppose que u = uy (21,22, .., TN), U2(T1, T2, .., TN), -y
un (21, 22, .., xN) et vérifie pour tout 7,j = 1..N

@u]' = @ui,

c’est-a-dire que son rotationnel est nul.
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On pose alors

1
f(xl,xg,..,xN):/ (wlul(txl,txg,..tx]\r)—|—x2u2(tac1,t$2,..,tx]\r)—|—
0

+..+anvun(tag,tas, ..,tacN)) dt.

On a

1
O f(x1,29,..,2N) :/ (ul(t$17t$27--7t$N) +tay Our(teg,taeg, . tay)
0

N
+t ij Ohu;(tay, tag, ..,tacN)) dt

i=2

1
:/ (ul(tacl,tacg, wtan) Ftaegdur(t ey, tag, ., tay)
0

N
+t ij djur(t g, txg, ..,tacN)) dt

i=2

1
:/ (ul(tacl,tacg, o taN) —I—t%[ul(txl,txg, ..,th)])dt
0

Ld
:/0 %[tul(t$17t$27“7tx]\7):| dt

= uy (21,22 .., TN).

On montre de la méme manieére que d; f = u; pour ¢ > 1. On en déduit que
u est le gradient de f.

Remarque : On voit immédiatement que ce théoréme reste vrai lorsque
I’espace RY est remplacé par n’importe quel ouvert U vérifiant la propriété :
Pour tout & € U, le segment [0, z] est inclus dans U. Un tel ouvert est dit
étoilé par rapport a 0. Une tres légere modification de la démonstration
montre que le théoreme reste vrai des que U est étoilé par rapport a I’'un de
ses points (notons qu’en particulier le résultat reste vrai pour tout ouvert
U convexe : en effet les ensembles convexes sont exactement ceux qui sont
étoilés par rapport a chacuns de leurs points). On trouvera en exercice un
contre-exemple dans le cas de R? — {0}.
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Exemple : En électrostatique, le champ électrique F est a rotationnel
nul. C’est donc un champ de gradient. Ainsi, si E(x1, 22, 23) = (221, 23, 22),
onaF =-VV, et V(zy,ag,23) = —2% — 23 23.

Théoréme : Les champs (de classe C'!) & divergence nulle sur R® sont
les champs de rotationnel.

Preuve: On suppose que v = uy (21, &2, 3), uz(21, 22, ¢3), us(21, 2, T3)
vérifie
Oy + Oyug + Ozuz = 0.

On pose alors

1 1
f1($17$27$3)2$3 / tUQ(t$17t$27t$3) dt—$2 / tU3(t$17t$27t$3) dt,
0 0

1 1
f2($17$27$3)2$1 / tU3(t$17t$27t$3) dt—$3/ tul(t$17t$27t$3) dt,
0 0

1 1
f3($17$27$3)2$2 / tul(t$17t$27t$3) dt—$1 / tUQ(t$17t$27t$3) dt.
0 0

On montre que V A f = u. Pour cela, on calcule par exemple

1 1
(82f3—83f2)($17$27$3) I/ tul(t$17t$27t$3) dt—|—$2/ t2 agul(t$17t$27t$3) dt
0 0
1 1
—$1/ t2 82%2(t$17t$27t$3) dt—$1/ t2 83%3(t$17t$27t$3) dt
0 0
1 1
—|—/ tul(t$17t$27t$3) dt—|—$3/ t2 83%1(t$17t$27t$3) dt
0 0
1
= / (Qt U1 + t2 [$181U1 + $282U1 + $383U1])(t$17 t$27 t$3) dt
0

1

d

= / %[tz ul(t$17t$27t$3)] dt
0

= U1($17 T2, $3)-
Exemple : En électromagnétisme, I’équation div,B = 0 implique que
B est un rotationnel : B = rot,A, ou A est par définition un potentiel-
vecteur. Ainsi, si B = (21 @3, 22, —23 — %x%), on voit que 'on peut prendre

1 1
1
A = x3/ t (tay) dt — xg/ t(—tas — §t2x§) dt
0 0
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2 1,
= ;%223 + §9629037

3
1 1 1
Ay = xl/ t(—txs — §t2x§) dt — x3/ t (tPxyws) dt
0 0
= ——2123 — —X1&
3 143 ] 143,
1 1
A3 = $2/ t(t2$1$3) dt — $1/ t(t$2) dt
0 0
1
= —T1Tyx¥3 — —T1T3.
4 14243 3 142

Remarque : Les mémes remarques sur les ouverts sur lesquels cette
proposition reste vraie peuvent étre faites que pour la proposition précé-
dente. Par contre, il y a une différence essentielle, expliquée dans la propo-
sition suivante.

Proposition : Soit f : R® — R? (de classe C'!) de rotationnel nul.
Alors si ¢1,¢3 : R® — R sont tels que Vi = Voo = f, il existe une
constante C telle que ¢; = ¢ + C.

Soit f : R® — R? (de classe C!) de divergence nulle. Alors si ¢y, ¢s :
R? — R? sont tels que totgy = rtotdy = f, il existe ¢ : R® = R (de classe
C?) tel que ¢1 = ¢ + V.

Preuve : Dans le premier cas, on a V(¢1 — ¢2) = 0. On en déduit que
¢1 — ¢ est constante.

Dans le second cas, on a rot(¢1 — ¢2) = 0. On en déduit que ¢1 — ¢
est un gradient (lére proposition du paragraphe).

Remarque : Les deux propositions de ce paragraphe sont deux ver-
sions d’un méme lemme sur les formes différentielles, qui exprime que si une
forme différentielle w vérifie dw = 0 (sur tout l’espace), alors il existe une
autre forme différentielle ¢ telle que w = d¢. On dit que dans tout ’espace,
les formes fermées (i.-e. les w telles que dw = 0) sont exactes (elles sont de

la forme d¢).

2.3 Intégrales curvilignes et de surface

Définition : On appelle arc paramétré de RY une application v d’un
intervalle I de R dans RY de classe C'. On appelle image de I’arc paramétré
le sous-ensemble (1) de RY.
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Exemple : ¢ € [0,27[— (cost,2 sint) définit une ellipse dans R
t € R+ (cost,sint ,t) définit une hélice dans R>.

Définition : On appelle changement de parameétre (de classe C'!) une
bijection ¢ : J — I de classe C'! entre les intervalles J et I et qui vérifie
¢’ # 0. Deux arcs paramétrés sont dits équivalents lorsqu’ils se déduisent
I’'un de autre par changement de parametre.

Remarque : L’'image de deux arcs équivalents est la méme.

Définition : Soit v : (a,0) — RY (a < b) un arc paramétré et f :
RY — R continue. On définit I'intégrale curviligne de f sur 4 par

/f /f (0)ldt

Proposition : L’intégrale curviligne le long de deux arcs équivalents
est identique.

Preuve : Soit v : I = RN et ¢ : J — I de classe C' un changement
de parameétre (supposé ici croissant). Alors pour f:R™ — R (continue)

/ / F((v09) (1)) |(706)'(w)] du

.
=/¢ ' Fr o)) o) [¢/(w)] du

—!{a)
/ S 0) 1) dt,

grace au changement de variable ¢t = ¢(u) dans l'intégrale. Enfin on remar-
que qu’un changement d’orientation laisse I'intégrale curviligne invariante.

Remarque : On rappelle que la circulation d’un champ de vecteurs F
le long de 7 est définie par la formule

L - | %Eiw)w;(t) dt.
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On voit que cette quantité n’est autre que 'intégrale curviligne de F - 7,
ol 7 est la tangente & . Par changement d’orientation, on voit que 7 est
changée en son opposée, donc la circulation est changée en son opposée.

Exemple : L’intégrale curviligne de la fonction constante égale & 1
définit I’abscisse curviligne.

Définition : On appelle nappe paramétrée de R® la donnée d’une
fonction z d’un sous-ensemble U de R? dans R®. On appelle image de la
nappe paramétrée le sous-ensemble z(U) de R3.

Exemple : L’application (¢,0) € Ry x [0,27[— (% tcosb, tsin6)
définit un paraboloide de révolution. Attention, la source n’est pas un ouvert
ici.

Définition : On appelle changement de parameétre(s) (de classe C'!)
une bijection ¢ : V — U de classe C'! entre les sous-ensembles V et U
de R? et qui vérifie Det(Veg) # 0 (i-e. le déterminant Jacobien de ¢ ne
s’annulle pas). Deux nappes paramétrées sont dites équivalentes lorsqu’elles
se déduisent 'une de autre par changement de parametre.

Remarque : L’'image de deux nappes équivalentes est la méme.

Définition : Soit @ = (2,79, 23) : U — R? une nappe paramétrée et
f:R3® = R continue. On définit I'intégrale de surface de f sur z par

/xfz /Uf(ac(uw)) |0 (u, v) A g (u, v)| dudv.

Proposition : [’intégrale de surface de deux nappes équivalentes est
identique.

Preuve : On suppose que (pour (s,t) € V),
u = ¢1(s,1), v = Pa(s, ).
On a (en considérant I’addition modulo 3 pour l'indice 7)
/f = /Uf(w(u,v)) |01 (u, v) A Oz (u, v)| dudv
3

= [ stwosre.0) (3

=1

8$i 8$i—|—1

3962'4-1
Ju o¢ ov B

Ju

dai
av

0o 06 ——0¢

2)1/2
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‘%1 Opy  0¢1 0y

On observe alors que

d(wi00) d(wit109)  O(wi1109) O(wi09)
Js ot Js ot

) ) 2 ) i) 51
) () 8 () 5 ()51
() () 5 () (B2
)55 () (5%

[P PO |01 08000 0
ou '

70 %° "0 ot ot Os

Remarque : On rappelle qu’on définit le flux d’un champ F a travers
une surface (définie par ) = par la quantité

j:/UE(ac(u,v))- (% A g—j) dudv.

C’est aussi (£) l'intégrale de surface de E-n, olt n est la normale a la surface.

0p —

Exemple : lintégrale de surface de la fonction constante égale a 1
définit laire de la surface.

2.4 Différentes formules de Stokes

On commence par les formules qui interviennent dans les formulations
variationnelles des probléemes aux limites (équation de Laplace ou de la
chaleur dans des domaines bornés, etc.)

Proposition : Soit  un ouvert de R? (resp. de R?) dont la frontiere
J€) est un arc paramétré (resp. une nappe paramétrée). On note n la
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normale extérieure & Q en un point de 92. Alors pour toute fonction f de

classe C'! sur ©, on a
/Q@f: 80fni. (1)

Attention : dans cette formule, la seconde intégrale est une intégrale curviligne
ou de surface.

Preuve : On la fait en dimension 2 pour ¢ = 2 et

Q=A{(z,y), =z €la,zaf,y€]f(2), ()]},

olt 3, sont des applications de classe C'1.

2 a(z)
Jor=[" [ ouste.ydyas
Q 1 B(z)

:/; [f(@oe(w))—f(wvﬂ(w))] da,

1

On a

et d’autre part,

&9 T2
fra= [ faatyrdet [ rs) (-1
o0 x1 T
On la fait ensuite en dimension 3 pour ¢ = 3 et

Q={(z1,22,23)/ (21,22) € U,z €]f(x1,22),a(xy, 22)[}.

En un point (21,2, (21, 22)) de 092, on a
-1/2 —8104
n= (1 + (dhe)? + (8204)2) —hav | .
1

a(z1,22)
/83f :/ / 83f($17$27$3) d$3d$2d$1
Q U 5(1’171’2)

:/U [f(9017962704(9617902))—f(9617$27ﬂ(9€179€2))]dw1d9027

et d’autre part,
fns = / (@1, 22, a1, 22)) 1dayday
o0 U
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+/ Far, 20, Brr, 7)) (—1) daydas.
U

Toutes les formules que 'on va maintenant écrire sont des cas partic-
uliers d’une formule générale dite “de Stokes” que 'on peut écrire sous la

/dw:/ w,
Q o0

ot © est de dimension N, JQ est sa frontiere (de dimension N — 1) et w
est une forme différentielle de degré N — 1. On ne précise pas dans ce cours
quelle est la définition mathématique de I'intégrale d’une forme différentielle
de degré k sur un ouvert de R* (et encore moins sur une variété de dimension
k). On pourra néanmoins s’en faire une idée a travers les exemples en

forme

dimension 0, 1, 2 et 3 présentés.

1. On commence par le cas ol w est une forme de degré 0 (i-e. une
fonction, notée f, supposée de classe C'1).

Lorsque  est U'intervalle Ja, b[ de R, on obtient simplement la formule
b
| rwdi=rm - fa.

Lorsque Q = v(]a,b[), courbe de dimension 1 dans R? (ou R?), on
observe que

b
[ {510 G+ S i

bd
= — t)) ¢ dt
[ s{rean)
= (v (0)) = f(v(a)).
Ceci se traduit en disant que la circulation du gradient d’un champ

scalaire est égale a la valeur du champs au point final de la courbe
moins sa valeur au point initial.

2. On considere maintenant le cas ol w est une forme de degré 1.

Lorsque € est un ouvert de R? dont le bord 02 est le support d’un arc
paramétré y : ¢ € [a, bl (2(t),y(t)), orienté dans le sens direct, on a

/Q (2—3—2—5) dzdy = /ab (p(w(t% y() 2’ ()+Q(z (1), y(t)) y/(t)) dt.
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Cette formule s’obtient facilement & partir de la formule (1) en remar-
quant que n = (y',—a")/|(y’, —a’)|. Cette formule est dite de Green-
Riemann (elle correspond a prendre w = Pdz 4 Q dy, ce qui implique

dw = (% — %) dac/\dy)).

Lorsque €2 est I'image d’une nappe paramétrée (de normale n)

z: (u,v) € U (21 (u,v), 29(u, v), x3(u, v)) dont la frontiere I est le
support d’un arc paramétré (de tangente 7)

vt € [a,bl— (21(u(t),v(t)), zo(ult),v(t)), zs(u(t),v(t))) orienté de
maniere “compatible” avec n, on a

/ rotA-n:/A-T.
z v

En d’autres termes, le flux du rotationnel de A & travers €2 est égal a
la circulation de A le long de 0€2. La preuve de cette formule est faite
(au signe pres) en exercice.

3. On considere finalement le cas ou w est une forme de degré 2.

Lorsque € est un ouvert de R?, dont la frontiere 9 est I'image d’une
nappe paramétrée z : (u,v) € U — (21(u,v), z2(u,v), z3(u,v)) (on
note n la normale extérieure a € en un point de 9%2), et lorsque A est

un champ de classe C'!,
/ divA = / A-n.
Q z

Cette formule, conséquence immédiate de (1), est dite d’Ostrogradsky
(elle correspond a prendre w = Ay dy Adz 4 Ay dz A da + Asdz A dy,
ce qui implique dw = (01 A1+ 02 A2+ 05 A43) de Ady A dz). Elle permet
de calculer un flux a travers une surface.

2.5 Exercices

1. On rappelle I’équation de Navier-Stokes incompressible pour un
champ de vitesse u : R? — R? et de pression p : R? — R dépendant du
temps ¢ (en prenant un systéme d’unités pour lequel la densité du fluide
vaut p = 1 et sa viscosité vaut v = 1) :

div,u =0,
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du+ (u-Vy)u+ Vup = Ayu.

1. On pose w = dhuy — Oruy. Montrer que la vorticité w vérifie ’équation
Ow + (u-Vy)w = Ayw.
2. Grace a quelle équation peut-on retrouver u a partir de w ?

2. La forme contractée des équations de Maxwell dans le vide. On se
place dans un systéeme d’unités ou ¢ = 1. On se propose de construire des
formes différentielles de degré 2 sur I’espace-temps R* & partir des champs
électriques et magnétiques. On note z1, z, 23, les coordonnées de I’espace-
temps.

1. On pose
o = E1d$1 /\dt—|—E2d$2/\dt—|—E3d$3/\dt

—|—B1 d$2 A d$3 + B2 d$3 A d$1 + B3 d$1 A d$27
ﬁ: —B1d$1/\dt—B2d$2/\dt—B3d$3/\dt
—|—E1 d$2 A d$3 + E2 d$3 A d$1 + E3 d$1 A d$2.

Montrer que les équations de Maxwell dans le vide s’écrivent
da =0, dg = 0.

2. On appelle opérateur de Hodge 'application * des formes différentielles
de degré 2 sur R* vers elles-mémes définie par

#(dx; N dt) = dz i [moas) N dTigo[mods)s

#(dai Ndoigymods)) = — dTiyofmods) A dt.

Montrer que les équations de Maxwell dans le vide s’écrivent
da =0, d(xa) = 0.

3. Champs préservant le volume. On considere le systeme différentiel
a'(t) = ¢(x(t)), ont ¢ : RY — RY est supposée réguliere (de classe C''). On
définit le flot associé a ce systeme par le probleme de Cauchy

d

ST W) =e(T"(y),  T°y)=y.
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1. Montrer que (en définissant le premier et le troisieme signe V comme le
gradient par rapport a y)

d
ZVT'(y) = Vo(T'(y) VT'(y).

Le produit dans le membre de droite est un produit matriciel.

2. On suppose que pour tout A C RY, la mesure de T*(A) ne dépend pas
de t.

Montrer que pour tout A ¢ RN, t € R,

d
[, tatw) G0 TN g) dy =0,

RN t
En déduire que (pour tout ¢t € R, y € RY), %Det(VTt)(y) = 0.
3. Montrer que (pour tout y € RY)

Det(VT')(y) = Det(I +t Vo(y) + of)
=1+t dive(y) + o(t).

En déduire que dive = 0.

4. Preuve de la formule de Stokes liant le flux du rotationnel d’un
champ a travers une surface et la circulation de ce champ sur le bord de la
surface

1. Soit A un champ de classe C'!' de R® dans R? et
z(u,v) = (z1(u, v), va(u,v), x3(u, v)) une application (de classe C'') sur un
ouvert U définissant une surface . Dans tout cet exercice, I'indice est a
considérer modulo 3.
Montrer que le flux de rotA a travers €2 est donné par la formule

3
= iZ/ (Oi41Aivz — OigaAigr) (21 (u, 0), 22(u, v), 23(u, v))
=17V

3962'4-1 396i+2 396i+2 3962'4-1
X ( du  Ov du  Ov dudv.

2. Montrer que

B e Ox;
== Z /U v
=1

dx;
[@HAZ'% + Jiy1 A

396i+2
ov
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F= ii/ (% %(A(xl(u, v), x2(u, v), x3(u, v))

3. Montrer que

3
d ox; d ox;
F_i;/[](%(fl )= au)) dudv.

En utilisant la formule la formule de Green-Riemann, en déduire que F' est

égale & £ la circulation de A sur le bord 992 de Q.

5. Une forme fermée sur R? — {0} mais non exacte. Lorsque w est
une forme différentielle de degré 1 sur R? — {0}, w = wy dz + wy dy, avec
wi,wy € CHR? - {0}), on pose

27
Tw = / { — wy(cost,sint) sint 4+ wq(cost,sint) Cost} dt.
0

1. On considere
(2.1) —ydz + x dy
wolx == =,
0 Y $2 _I_ y2

Calculer Lwg. On pourra a posteriori remarquer que “formellement”, wy =
df, ou r, 6 sont les coordonnées polaires habituelles.

2. Montrer que s'il existe f € C?(R? — {0}) telle que df = w, alors Lw = 0.
Conclure.

3 Fonctions de la variable complexe

3.1 Définition
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Définition : Soit © C C un ouvert et zp € Q. On dit que f: Q — C
est C-dérivable en zp (de dérivée complexe f'(zg)) lorsque

; J 0+ h) = f(z0)
1m
h—0,(h#0,20+heR) h

= f'(0).

Si f est C-dérivable en tout point zg de €2, on dit que f est holomorphe sur
Q2 et on note f € H(Q). Lorsque f € H(C), on dit que f est entiere.

Proposition : On a les mémes propriétés algébriques avec la dérivation
complexe qu’avec la dérivation usuelle:

1. Si f,g : Q@ — C sont C-dérivables en zy de dérivées f'(zg) et ¢'(zo)
respectivement, alors f + ¢ et fg sont encore C-dérivables en zg, de
dérivées respectives f'(z0) + ¢'(z0) et f(z0) ¢'(z0) + f'(20) 9(20).

2. Si f: Q — C est C-dérivable en zy de dérivée f'(zg) et si f(z) # 0,

f'(=0)

f(Zo(;2 )

3. Soit Q, € deux ouverts de C, et f:Q — C, g :Q — C. Soit z5 € Q
tel que f(zo) € Q. Alors si f est C-dérivable en zy de dérivée f'(zg)
et si g est C-dérivable en f(zp) de dérivée ¢'(f(z0)), la composée go f
est C-dérivable en zy de dérivée f'(z0) g'(f(20))-

alors 1/ f est C-dérivable en zg de dérivée —

Preuve : Les démonstrations sont identiques a celles des propriétés
correspondantes dans le cas réel.

Corollaire : Les polynomes et fractions rationnelles se dérivent comme
d’habitude. De maniére précise, si P € C[X], la fonction z — P(z) est
entiere et sa dérivée complexe est égale a la fonction z — P/(z), ot P’
est la dérivée formelle de P. Si P,Q € C[X] x C[X] — {0}, la fonction

z — P(2)/Q(z) est holomorphe sur C — Q~1({0}) et sa dérivée complexe
Pl(z) Q(z)=P(z) Q'(2)

N / ! s e 7
BIBE ,ou P, Q" sont les dérivées

est égale a la fonction z —
formelles de P et Q).

Preuve : 1l suffit d’utiliser les propriétés algébriques de la C-dérivation
et les fonctions z — ¢ (pour ¢ € C donné) et z — z.

Proposition : Soit }_ _ya, (2 — 20)" une série entiere de rayon de
convergence R €]0, +0o0] avec zg, (a,)nen € C. Alors

1. la série entiere Y -« nay (z — 29)" " est encore de rayon de conver-
gence R,
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2. la fonction 2z € B(z20,R) = > cy@n (2 — 20)" est holomorphe sur

B(zo, R) et sa dérivée complexe en z est Y _n«na, (2 — 20) (1),

Elle est donc C-dérivable une infinité de fois.

Preuve : On sait que Ry, (s—z)n = sup{r € [0, +o0[, (s 1")nen
est une suite bornée }. On en déduit que By ray (z=z0)=1t < By gy, (z—)n
d’une part, et que, pour & > 0 assez petit, Bs~, 4, (z—z)n—1 = By q,
¢ d’autre part. En effet, on a (toujours pour € > 0 assez petit)

R an (2—20)™ "
lim n( 2 an (2=20) c ) =0.
n—00 Rzan (Z—Zo)" —8/2

z—z9)"

En appliquant I'argument précédent a la série entiere Y 5 nay, (z—20)" 71,

"=2 a encore R pour

on voit que la série entiere Y"1 n (n — 1) a, (2 — 2o)
rayon de convergence.
On remarque alors que pour tout w, h € C, on a d’apres la formule de

Taylor avec reste intégral a I'ordre 2:
1 d2
(w+h)" —w" —nhw" = / (1—6) W(m—l—@h)”d@7
0
d’ou I'inégalité

(w+h)" —w™ —nhw" | <|h*n(n—1) (Jw]+ |h])" 2

On en déduit le résultat demandé.

Corollaire : La fonction z — €” (définie par e* = > %% 2—7:) est entiere,

ainsi que les fonctions trigonométriques et hyperboliques qui s’en déduisent:

eZZ _I_ e—ZZ . eZZ _ e—ZZ
ZH o8y = ————, ZHsiny = ————,
2 21
e+ e " e —e %
Z chz:T7 Z shz:T

Remarque : Attention, les propriétés de type “égalité” de ces fonctions
(telles que cos? z + sin? z = 1) se conservent en général pour z € C, mais
pas le plus souvent celles de type “inégalité” (telles que | cosz| < 1, valable
pour z € R, mais pas pour z € (C).
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3.2 Les relations de Cauchy—Riemann

Définition : Soit © C C un ouvert. On note Q ouvert de R? suivant :
={(z,y)/x + iy € Q}. Si [ est une application de 2 dans C, on note f
I apphcatlon de © dans R? définie par f(w y) = (Ref(z+iy), Imf(x+1iy)).
Réciproquement, si /' C R? est un ouvert, on note U* C C 'ouvert formé
par les {z + iy/(x,y) € U}, et pour g = (g1, g2) application de U dans R?
on définit ¢* : U* — C par ¢*(z + iy) = g1(x,y) + i g2(z, y).

Proposition : Soit Q@ C C un ouvert, et zg € . On a équivalence
entre les propriétés suivantes:

1. f est C-dérivable en zy (de dérivée f'(z)),

2. f est différentiable en (Rezp, Imzp) et sa matrice Jacobienne est une
Ref'(z0) —Imf'(z) )
Imf'(z) Ref'(z) )’

3. f= (fl, fg) est différentiable en (Rezg, Imzp) et ses dérivées partielles
en ce point vérifient les relations de Cauchy—Riemann

matrice de similitude directe (égale a (

of, aFf
8—];:1(R€ZO7 ImZO) — 8—];2(R€ZO7 ]mzo)
%(36207 Imzp) = —%(Rezo, I'mzp)
(et f'(20) = ai(Rezo, Imzg) + 1 ai(Rezo, Imzp)).

Preuve:
fGzo+ 1) = f(z0) = ['(20) h+ o(|h])
f(Rezo + Reh + i(Imzg + Imh)) — f(Rezo + i Imzp)
= (Ref'(z0) + i ImJ(z0)) (Reh + i Imh) + of )

]ﬁ Rezg + Reh, Imzg + Imh) — ]ﬁ (Rezg, Imzg)
f2(Rezg + Reh, Imzo + Imh) — fy(Rezg, Imzp)

Ref'(z0) —Imf'(20) Reh
(Imf’ z(; Ref’(zog) ) (Imh) +o(lAl).

Exemple : Les fonctions z — z et z — |z|? sont différentiables (en
tant que fonctions de R? dans R?) mais pas holomorphes sur C (chercher les
points de C-dérivabilité).
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Lorsque P € C[X], on sait que z + iy — P(x + iy) est holomorphe. Ce
n’est par contre pas le cas en général pour z + iy — Pi(z,y) + iP(z,y),
quand Py, P, € R[X]. Ainsi, z — |z|? n’est pas holomorphe sur C alors que
|2]2 = 22 + y? pour z = = + 1y, (z,y € R).

Exemple : La fonction log* qui & x + iy € C — R_ associe

1
3 10g(962 + yz) + ¢ arctan (y/z) si x > 0,

1
§log($2 + %) + zg — i arctan (z/y) si y >0,

1
§log($2 +y?) — zg — i arctan (z/y) si y <0,

est bien définie et holomorphe sur C — R_, on "appelle détermination prin-
cipale du logarithme. On voit facilement qu’elle est identique au logarithme
usuel sur R7.

En coordonnées polaires, (et pour § €]—x, 7[),sa valeur est log*(r e'?) =
log r + 6.

Cette fonction ne peut pas se prolonger continiiment sur C* car

lim  log*(z+idy) = lim log™(z +iy) + 2im
y—0t z—z y—=0" ,2—=xg

pour tout zg € R*.

Attention a I'utilisation des formules telles que log™(e*) = z ou
log™(z1 z2) = log™ z1 4 log™ z3. Elles ont un domaine de validité qui ne re-
couvre pas entierement le domaine ot chacuns des termes qui les composent
peuvent étre définis. En pratique, on note souvent log au lieu de log*. At-
tention donc aux confusions !

On définit la détermination principale des puissances a-iemes sur C—R _
par

2O = O logz‘

Ce sont encore des fonctions holomorphes sur C — R_. Elles peuvent se

prolonger en fonctions holomorphes sur C* si et seulement si €™ =1, i.e.

si a € Z. FElles peuvent se prolonger en fonctions holomorphes sur C si et
seulement si o € N (ce sont alors des polynémes).

Enfin, on peut voir que la fonction

+oo
I'(z) = / t“~te tdt
0

est bien définie et holomorphe sur Q = {z € C,Rez > 0}.
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3.3 Intégrale le long d’un chemin et applications

Définition : Soit Q@ C C un ouvert. On appelle chemin continu et
C! par morceaux de € une application v : [a,b] — € continue et C'! par
morceaux. Si de plus v(a) = v(b), on dit que le chemin est un lacet.

Définition : Deux chemins vy, 73 : [ay, b1], [az, bs] — Q sont dits C'*-
équivalents lorsqu’il existe ¢ : [ay, by] — [az, ba] bijection de classe C'! ainsi
que sa réciproque (i.e. ¢’ ne s’annule pas sur [ay,by]) telle que v; = y20¢.
Si de plus on peut choisir ¢ croissante, on dit que les chemins sont C'-
équivalents et de méme orientation.

Remarque : Tout chemin est équivalent (de méme orientation) a un
chemin dont la source est [0, 1]. 1l suffit de prendre une bijection ¢ affine.

Remarque : Soit © un ouvert de C et deux chemins
Y1,72 ¢ [a1, 01], [az,02] — Q tels que v1(b1) = y2(az). On définit 1 Uy,
(parfois noté v1 + v2): [a1, b1 + by — ag] — Q par

t— 71(t) sit € [al,bl],
t— 72(t—|—612 — bl) sité€ [b17b1 —|—b2 — 02]7

et —y1: [ag, by] — Q par
{— 71(()1 +a; — t)

On voit tout de suite que si 41,72 sont continus et C'' par morceaux, il en
est de méme pour 1 Uy et —77.

Exemple : Si 21,22 € C, alors t € [0,1] — (1 —¢) z; + ¢ 22 est un
chemin de classe C'! noté [21, 23]. Le cas oit z; = 25 (lacet réduit & un point)
apparaitra souvent dans la suite.

Lorsque z; = #1 + 1y1,22 = x2 + 1 y1, ce chemin est équivalent a ¢t €
[21, 23] — t+iy;. De méme, lorsque zy = 2y 41y, 22 = ¥1 + 1Yo, ce chemin
est équivalent a t € [y, y2] — a1 + i t.

Enfin, lorsque z; = r1e? 2z = rye® (0 < ry < 1), ce chemin est
équivalent a t € [ry, 7] — te'.

Exemple : Lorsque zg € C, r > 0 on note C'(z, ) le chemin [0, 27] —

C défini par ¢ — z9 + re!. On utilise aussi souvent des arcs de cercles,
définis par la méme formule, mais avec un ensemble source différent.
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Définition : Soit  un ouvert de C, f : Q — C continue, et v : [a, b]
un chemin continu et C'* par morceaux. On note

/sz/wf(z) dzzg/t;m Fv () A'(¢t) dt,

ol les a =ty < .. < t, = b sont les points ol v n’est pas dérivable.

Remarque : La quantité fwf ne dépend que de [y],-. De plus, un

changement d’orientation de + produit un changement de signe de fw f.

Exemple : On calcule fc(a ") dZ—Z pour r # |a|. En utilisant la série

entiére associée & (1+X) ™!, on voit que 'on obtient 0 si r < |al, et 2ix sinon.
De méme, pour tout triangle 7" de C (plein), on peut voir que [, f(z) dz =0
pour toute fonction f affine.

3.4 Formule de Cauchy pour les chemins et lacets homotopes

Lemme (Goursat): Soit  un ouvert de C, et T' C  un triangle plein
fermé. Lorsque f € H(Q2) (ou f € H(Q— {2})NC(Q)),on a

f=0.

oT

Preuve : On suppose pour commencer que zo ¢ T'. On pose Ty = T et
on note Tél), . Té4) les triangles semblables & Ty de rapport 1/2,1/2,1/2, —1/2
obtenus en prenant les milieux des segments qui forment 7. On a

/8T /= Zz:;/a%(") )

Donc il existe ig € {1,..,4} tel que
1
L3 £
aTl" aT
On pose alors T} = Téio).

On construit par récurrence des triangles Ty de la maniere suivante :

on suppose que T est défini, et on considere T,gl), . T,£4) les triangles sem-
blables a T} de rapport 1/2,1/2,1/2,—1/2 obtenus en prenant les milieux
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des segments qui forment 7. On peut alors trouver iy € {1,..,4} tel que

1
!4 1]
T,k 0Ty,

On pose alors Tyy1 = T,gik).
On note {Z} = NuenT, (intersection de compacts emboités de C dont
le diametre tend vers 0).

On a
k
L= [
<t [ {so-160--ar0 e
Ty,
< 4% sup |a—b| x long (0T%) X sup ‘f(z) —~ {(2) - f'(2)
a,beTy, |z—2|§diam(Tk) S
< 28 diam(T) x 27F long (9T) x sup ‘f(zi : g(g) - f'(%)

zeB(z,2~* diam(T))
On en déduit que
f=0.
oT
Lorsque zg € T, on coupe le triangle en quatre morceaux pour se
ramener au cas oll zg est au sommet. Dans ce dernier cas, on coupe de
nouveau en quatre morceaux le triangle, celui qui contient le sommet étant

de mesure arbitrairement petite. Comme f est bornée, le résultat s’en dé-
duit.

Définition : Soit Q@ C C un ouvert et v1,7v2 : [a,b] — Q deux chemins
continus définis sur un méme intervalle.
1. On dit que 77 et v sont homotopes (dans ) lorsqu’il existe
H :[a,b] x[0,1] = Q continue (des deux variables), dite homotopie de
chemins, telle que H(-,0) =~1, H(-,1) = 72.

2. Si v et 9 ont mémes extrémités, on dit qu’ils sont homotopes stricte-
ment (dans Q) lorsqu’il existe H : [a, b] X [0, 1] —  continue (des deux
variables), dite homotopie stricte de chemins, telle que H(-,0) = 1,
H(,1) =z, et

H(a,") =m(a) =72(a),  H(b,-)=7(0) = 72(b).
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3. Si 1 et v5 sont des lacets, on dit qu’ils sont homotopes au sens des
lacets lorsqu’il existe H : [a,b] x [0,1] — § continue (des deux vari-
ables), dite homotopie de lacets, telle que H(-,0) = 1, H(-, 1) = 72,
et H(-,u) est un lacet pour tout u € [0, 1].

Remarque : L’homotopie de chemin, 'homotopie stricte de chemin et
I’homotopie de lacets sont des relations d’équivalence.

Remarque : Si vy,7v2 : [a,b] — € sont des chemins définis sur un
meéme intervalle et équivalents de méme orientation, ils sont homotopes
strictement: si ¢ est le changement de variables (y2 = 710¢), on pose
H(t,u) = n((1 - 0t +uo(t)).

On voit donc que ’on peut définir 'homotopie pour les classes d’équiva-
lence de chemins (avec conservation de l'orientation), en se limitant a des
changements de variable conservant l'intervalle source. Mais cela permet
aussi de justifier une définition de I’homotopie (et de ses variantes) pour
des chemins n’ayant pas le méme intervalle source. On utilise pour cela un
changement de variable affine par exemple, qui permet de se ramener au
méme intervalle. Tout autre changement de variables (conservant 'orienta-
tion) donnerait alors le méme résultat.

Théoréme : Soit @ C C un ouvert et f € H(Q)(ou f € H(Q—{z})N

1. Si vy et 72 sont des lacets continus et C'! par morceaux de Q homo-
topes au sens des lacets, on a f% f= fw f. En particulier si v, est

le lacet réduit a un point, f% f=0.

2. Si 1 et 2 sont deux chemins continus et C! par morceaux de € ayant
meémes extrémités et étant homotopes strictement, f% f= fw f.

Preuve : On ne la fait que dans le cas d’un ouvert 2 convexe. Dans
ce cas les hypotheses d’homotopie sur les chemins (ou lacets) sont en fait
automatiquement vérifiées. Si vy et 2 sont deuc chemins de mémes ex-
trémités, on prend en effet comme homotopie stricte la fonction H(¢,u) =
(1 —u) 71 (t) + ua(t).

Soit 2 € Q. On pose F(z) = f[iZ] f, ce qui est bien défini car € est
convexe.

On a
F(z4+h) - F = —
g ) ) /[57Z+h] / /[572] /
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_ / s
[z,2+A]
d’apres le théoreme de Goursat.
On en déduit que pour tout z € Q (et |h| assez petit),

‘F(Z +h) = F(2) < ‘E /[mﬁ] f=f(2)

h
:\A3ﬂz+mwﬁ—ﬂa
< s 1f(z) - )

|21 —2|<]h]

et ceci tend vers 0 par continuité de f. On voit donc que F est une primitive
(holomorphe) de f.

On utilise alors le lemme (qu’il faut par ailleurs connaitre pour lui-
méme) :

Lemme : Soit  un ouvert de C, § : [a,b] — © un chemin continu et C'!
par morceaux, et I, f des fonctions holomorphes sur Q telles que I/ = f.

Alors,
7= rFe) - P,
Preuve du lemme : On a

/&- L/Mfwm&@w

ZOt’

_Z/t“rl Fog)

= F(3(8)) — F(3(a)).

Fin de la preuve : On voit donc que si y; et v, sont des chemins de
meémes extrémités, on a bien f% f= fw f. Par ailleurs si § est un lacet,

alors féf =0.
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3.5 Indice d’un lacet par rapport & un point

Définition : Soit zp € C et v un lacet continu et C'* par morceaux de
C tel que zg ¢ v([a,b]). On pose alors

1 dz
ey () = 5 |
A

271 ), 2 — 2o

Proposition : On a
1. Ind,,(y) € Z,

2. Si vy et v5 sont des lacets homotopes au sens des lacets de C — {z},
alors

Indzo (71) = Indzo (72)'
3. Pour tout § > 0,

IndZO (0 € [07 277] = 20 + (’Sein@) =n.

4. La fonction zg — Ind.,(v) est constante sur les composantes connexes
de C — v([a, b]) et nulle sur 'unique composante connexe non bornée
de cet ensemble.

Preuve : On suppose (sans restreindre la généralité) que a = 0,b = 1.
On commence par prouver 1. On pose

-t 7/(5) ds

G(t) — 627TZ 0 ~(s)—zg 27

On a alors )
_ V) erify sy

0 ~(s)—zg 2w+
1

d’ol

On en déduit que

ir@—%]:vwaw—wa—%ﬂwwzo
dt| G(t) '

D’ou




et G(1) =G(0) =1. On a donc

27rif1 y'(s)  ds
e 0 ~(s)—zg 271 — 17

et par conséquent

Ind.,(v) :/0 Py(viﬁ € Z.

On admet 2.
On obtient 3. par le calcul:
1 27 in 5ein€

m— 7d0: .
274 Joog Oein? "

Pour montrer 4., on remarque que zy — Ind. (y) est une fonction con-

tinue de C — v([a, b]) a valeurs dans Z. Elle est donc constante sur chaque
composante connexe de C — v([a, b]). De plus,

. dz
lim =0,
|zo|—+c0 Jy 2 — 20

si bien que 'on obtient un indice par rapport a zg nul sur la composante
connexe non bornée de C —v([a, b]).

3.6 Formules de la moyenne et application a ’analyticité

Proposition : Soit © un ouvert de C, f € H(Q2), et soit v un lacet
continu et de classe C'! par morceaux de £ homotope (au sens des lacets) &
un point. Alors pour tout zo € Q — v([a, b]), on a

F(e0) ndoy () = [ LB 42

v 2= Z02T0

En particulier si B(z,7) C ©, on a
flz) dz 2 ioy A0
fe= [ L [ ) 5 = Vo (1),
C(z0,r) 27

Z—2zp2m1 0=0

ol VM désigne la valeur moyenne.
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Preuve : Pour tout zg € €2, la fonction

. (Zz) ZO( 0) stz # 2,
f'(#0) si 2=z
). On a donc

appartient a H(Q — {z0}) N C (L
/f(Z)—f(Zo) dz —0
. A—z 2w -

Mﬁ.zf(zo)/ L&

zZ—zp 271 Z— 29 271

= f(z0) Ind, (7).

Corollaire : Soit Q C C un ouvert et f € H(Q). Alors f est dévelop-
pable en série entiere en tout point zy de Q (c’est-a-dire analytique), de
rayon de convergence au moins égal a sup{r > 0, B(z,r) C Q}. En parti-
culier la C-dérivée f’ de f est dans H(Q2) (et de méme toutes les C-dérivées
successives de f). Enfin, f € C*°(Q).

Preuve : Soit a € B(zp,r), ot B(zo,r) C Q. Alors
z) dz
o= Je
Clzoyr) 2 — 0 271

-/ fe)  d
Cz0.r) (z = z) (1 — %) 271

+ oo
:/ Z(a— zo)k /) dz .
Cleor) (z — z0)Ft! 274
Pour pouvoir appliquer le théoreme de convergence dominée, on remarque
que
/ Z |a 2 |k (Z) dZ
C’(Zo7 )k-l—l 2 T
+oo k
la — zo] dz
< Wl | (
L>(B(zo,r)) 0(2077,); r 27Tr

R—
1— |a—zg| '

r
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Donc on obtient

+oo
flo) => (a0 | o &

— Clz0.r) (z — z0)FH 274

/ flz)  d=
C(z0,r) (Z - ZO)k+1 2mi

on voit que f est égale sur B(zp, r) & une série entiére (centrée en zg) de rayon
de convergence au moins égal a r. On en déduit que f est analytique sur €.
De plus, on sait que f’ est encore égale a une série entiere (centrée en z) de
rayon de convergence au moins égal a r (Cf. chapitre 1), et donc f' € H(Q)
(toujours Cf. chapitre 1). Finalement, toutes les C-dérivées successives de
f sont holomorphes sur C, puis (comme les différentielles successives de f
s’expriment en fonctions de ces derniéres), on voit que fe COO(Q).

Comme
Wl

rk '

Proposition (formule de Cauchy pour les dérivées): Soit © un ouvert
de C, f € H(Q), et soit v lacet continu et de classe C'! par morceaux de €,
homotope (au sens des lacets) & un point. Alors pour tout zo € Q—~([a, b]),

on a f(k)(zo) Indey () = / : f(z) dz

k! z—zo)H 2w

En particulier si B(z,7) C ©, on a

f(k)(ZO) _/ f(z) dz 27r oy —iko 40
kT 0(207)(2_20)1“-1 211 9:of(20+re )e Ik
Preuve : Pour tout zg € €2, la fonction
J(2) =Tk P (z0) BT
N © p(ZO_ZO)k(+(i) E si 2 # 20,
S0 (=) si 2=z
(k+1)! —~0

appartient a H(Q — {z}) N C(2) (en utilisant la formule de Taylor—Young
ou l'analyticité de f).
On en déduit que

k
f( f / p—k—1 dz
A(Z—ZO k+127m pz: WZ %) 271
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Mais pour p # k, la fonction z + (2 — 20)P*~! admet une primitive holo-
morphe sur Q — {z}, donc

; . (k)ZO P (k)ZO
/( fz)  de <>/ Lo dz _JPG0) o),

z— z0)kt 274 k! 2 — 2z 271 k!

Théoréme (principe des zéros isolés) : Soit € C C un ouvert connexe
et f € H(Q). Alors f71({0}) est  tout entier, ou bien f~'({0}) n’a pas de

points d’accumulation dans € : c’est un ensemble fermé discret.

Preuve : Soit z5 € Q un zéro de f. On a (au voisinage de zg)

+oo )
fz)=) bi(z -2,
1=k

avec by # 0 (k est alors appelé valuation de f en zy et noté v, (f)), ou bien
f est nulle sur un voisinage de zy. Dans le premier cas, on a donc

f(2) = (z = 20)" 6(2),

ol ¢ est holomorphe sur un voisinage de zp et ne s’annule pas (sur ce voisi-
nage). On en déduit que zg est isolé.

On a donc montré que les zéros de f sont isolés sauf si f est nulle & leur
voisinage. On conclut par un argument de connexité. Soit X I’ensemble des
points d’accumulation de zéros de f dans €. Cet ensemble est clairement
ouvert d’apres ce qui précede. De plus, il est fermé car si zp € X et z;, — z,
avec z € €2, soit tous les z; sont égaux sauf un nombre fini d’entre eux, et
donc z est 'un des z; et il est dans X, soit ce n’est pas le cas et alors z est
encore dans X. Comme €2 est connexe, X est vide ou X = Q.

Corollaire (Unicité du prolongement analytique) : Soit © C C un
ouvert connexe et f,g € H(Q). Si f = g sur A C Q admettant un point
d’accumulation dans €2, alors f = g sur €.

Exemple : La détermination principale du logarithme sur C — R_ est
le seul prolongement analytique sur cet ensemble de la fonction log définie
sur R% .

_I_

Exemple : Pour prolonger la fonction I' sur C — Z~, on utilise la

formule (vraie pour Rez > 0)

I'(z 4 n)
z+1) .. (z+n)

I'(z) = 1
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3.7 Fonctions méromorphes et théoreme des résidus

Définition : Soit zp € C, et f € H(Q2 — {z}), ou Q est un voisinage
ouvert de zg. Lorsque

a—;

&= g ¥ omn)
=0
on dit que f admet en zp un péle. On appelle alors résidu de f en zg le

coefficient a_y et on le note Res,, (f).

Définition : Soit @ C C un ouvert, et f € H(Q —S5),ou S C Q
est un ensemble discret fermé (dans ) (on peut aussi dire fini sur tout
compact) tel qu’en tout point de S, f admette un pole. On dit alors que f
est méromorphe sur €2.

Remarque : Une fonction méromorphe sur €2 n’est pas a priori définie
sur € tout entier. On introduit parfois un point a l'infini oo, valeur de f
en tous les points de S. Cela permet de définir de maniere cohérente la
sommme et le produit pour des fonctions méromorphes.

Théoréme (Théoréme des résidus) : Soit Q un ouvert de C et v un
lacet continu et C'! par morceaux de , homotope (au sens des lacets) a un
point, f: € — C une fonction méromorphe, S ’ensemble de ses poles. On
suppose que S N ~vy([a,b]) = 0. Alors on a

/f:%mzymuwaxﬁ,

SES

et cette somme ne fait intervenir qu’un nombre fini de termes non nuls.

Preuve : On la fait dans le cas ou S est fini. Pour s € S, on note
Pi(f)(2) = > a_is (= — s)" la partie singuliere de f en s. La fonction g
définie par

9(z) = f(z) = Y _P(f)(z)

SES

est holomorphe sur ©Q (Cf. exercices). En appliquant la formule de Cauchy

Lf— 3 LPs<f>:0-

seIm(H)NS

a ¢, on trouve
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Mais

/ /Z (2 5)~

=1

=2miInds(y) Ress(f).

En effet, 2+ (2 — 5)™* admet une primitive sur C — {s} pour i # 1.

Exemple : Pour P,Q € C[X], Deg(Q) > DegP +2, PAQ =1, et Q

n’ayant pas de racines réelles, on a

teo P(a) . ( P(z))
dz =271 Res, | z .
—eo Q(2) Q(ZO)Z%(ZOM Q(2)

+oo de 0w
Ainsi [ e = 35

3.8 Exercices

Exercice 1 : En considérant le triangle de sommets 0, R et (1417) R et
la fonction z = e=%" /2, calculer (et démontrer la convergence) des intégrales
de Fresnel f cos( t2 dt et f+oo sin (¢?) dt.

Exercice 2 : Calculer la transformée de Fourier d’une (Gaussienne cen-
, - . N . . _ 2
trée réduite, c’est—a—dire f_-l_;o etrE=T 2y

Exercice 3 : Soit Q C C un ouvert et f € #(Q). Montrer que Af; =
Af, = 0. On dit que f;, f> sont harmoniques.

Exercice 4 : Rayon de convergence de tan

1. Montrer que tan est une fonction holomorphe sur C—{% +kx, k€ Z}.

2. En étudiant tan sur R au voisinage de 7/2, en déduire le rayon de
convergence de la série entiere qui définit tan en 0.
Exercice 5 : Théoréme de Liouville et théoréeme de D’Alembert-Gauss

1. Montrer que toute fonction entiere (holomorphe sur C) et bornée est
constante (on utilisera la formule de Cauchy pour les dérivées n-iemes).
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2. Montrer que tout polynéme a coeflicients complexes de degré strictement
positif admet une racine au moins dans C.

Exercice 6 : En utilisant un contour en forme de demi-cercle, calculer
la transformée de Fourier de la fonction

{f:R—>R

_1_
w'_>1+l,2

Exercice 7 : Calculer pour a €]0, 1] I'intégrale 0+OO — (df’_l_x)

isant une détermination holomorphe de la fonction puissance a-ieme.
Résultat : —F }:

sin(7 o

en util-

oo logz

0 [ty dx en utilisant une détermination

Exercice 8 : Calculer

holomorphe du logarithme.
Résultat : —1/2.

Exercice 9 : Soit Q un ouvert de C, zy € Q et f une fonction de
H(Q2 — {z}) N C(Q). Montrer que f est en fait holomorphe sur Q tout
entier. On pourra considérer g : z — (2 — 20)* f(2).

4 Espaces de Hilbert

4.1 Produit Hermitien

Définition : Soit H un espace vectoriel sur C. On dit qu’une appli-
cation < -|- > de H dans C est un produit Hermitien lorsqu’elle est linéaire
par rapport a la premiere variable et antilinéaire par rapport a la seconde
variable (i.-e. pour tout z, 1, 22,y,y1,42 € H, A, p € C,

<Azly>= A <zly>, <zlpy>=7 <zly >,

< xitasly >=< x|y > + < 22|y >, < zlytye >=< zlyr > + < x|y >),

a symétrie hermitienne (i.-e. pour tout z,y € H,
<zly >= < yle >),
et définie positive (i.-e. pour tout z € H,

< zlz >>0, et <zleg >=0 < 2=0).
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Proposition (Inégalité de Cauchy-Schwarz) : Pour 2,y € H, on a
|<zly>P<<zlz><yly>.

Preuve: On observe que pourt € C, 2,y € H,ona < a+tyla+ty >>
0. On en déduit que

[t < yly > +F2Re(t <y >)+ < x|z >> 0.

On considere alors
o, <zly>
<y >
avec A € R. On obtient

A o< yly > 427 < xly > |+ < z]e >> 0.

Puisque cette quantité ne change pas de signe lorsque A varie dans R, on
en déduit que le discriminant (réduit) du trinéme est négatif (ou nul). Ceci
fournit I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition (Inégalité de Minkowsky) : Pour z,y € H, on a

V<rtylr+y><vV<ale>+V<yly>.
On en déduit que ||z||g = /< z|z > est une norme sur H.

Preuve: On a
<zHdylrty>=<zlzr>+<yly>+2Re(< x|y >),

on obtient I'inégalité de Minkowsky en passant aux racines carrées et en
utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz.

On vérifie alors facilement que toutes les propriétés des normes sont
satisfaites.

Exemple : On peut considérer (*(Z,C) = {(un)nez, tn € C, 3, cp lun|* <
+oc}, muni du produit Hermitien

< (Un)nez|(Vn)nez >= Z Up, V.
nez

De méme, L?(R,C) = {f : R — C, définies & un ensemble de mesure nulle
pres , o |f(2)|*dx < 400}, muni du produit Hermitien

< flg >=/Rf(w)@dw-
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Enfin, L2 (R,C) ={f:R — C, définies & un ensemble de mesure nulle

2m—per

pres et 2r-périodiques, f027r |f(2)]?dz < +oo}, muni du produit Hermitien

2

1
<Jlg>= 5 ; f(x) g(x) du.

4.2 Projection orthogonale, Bases Hilbertiennes

Définition : On dit d’un espace vectoriel H sur C muni d’un produit
Hermitien que c’est un espace de Hilbert lorsqu’il est complet (pour la norme
associée au produit Hermitien).

Proposition : Les espaces [*(Z,C), L*(R,C) et L3, _ .. (R,C) définis

précédemment sont des espaces de Hilbert. De plus, les fonctions continues a
support compact sont denses dans L%(R, C) (pour sa norme) et les fonctions
continues 27-périodiques sont denses dans L3 _ (R, C) (pour sa norme).

Définition : Soit H un espace de Hilbert et P une partie de H. On
pose Pt ={z € H, VYyc P, < z|y>=0}. Cestun sous-espace vectoriel
fermé de H appelé 'orthogonal de P.

Proposition : Soit H un espace de Hilbert et F' un sous-espace vecto-
riel fermé de H. Il existe une unique application linéaire continue (de norme
égale a 1) p de H dans I telle que

Ve e HyeF, o= p(@)llu < lle — yll.
De plus, pour @ € H, p(x) est caractérisé par les relations :

p(z) € F, Vye F, <uz—pz)ly>=0.
En particulier, on a la décomposition H = F ¢ FL.

Corollaire : Soit H un espace de Hilbert. Si A est un sous-espace
vectoriel de H, on a

A=H > At = {0}.

Preuve : L’implication dans le sens direct est évidente. L’implication
réciproque provient de la formule H = F @ FL appliquée & F = A.
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Définition : Soit (e,)neca une famille d’éléments de H. On dit que
c’est une base Hilbertienne de H lorsque

Vn,p € A, < ele, >= yp,
et
Vect((en)nea) = H.
Proposition : Pour tout € H, on a ’égalité

xzz<x|en>en

neA

(la convergence étant au sens de la norme de H) et ’égalité de Parseval :

llell* =D | < alen > *

neA

Preuve : On la fait pour A = Z. On note py la projection sur le
sous-espace (fermé car de dimension finie) Vect((e,)|,<n). On vérifie (en
utilisant la caractérisation du projeté) que

py(z) = Z < zle, >ep,.

In|<N

On sait que ||z — py(2)|| — 0 car Vect((en)nea) = H (donc pour £ donné,
il existe xny € Vect((en)n<n) tel que ||z — an|| < &, et ||z — pn(2)]| <
||z = @n]l)-

L’égalité de Parseval s’obtient en calculant la norme de z : [|x
e = px (@) 1P+ 1w (@) 1P, et [[pw (@) = Spen | < len > 2 On conclut
en se souvenant que ||z — py(z)|| — 0.

||2 —

Proposition : La famille (z € C— e
de L%W—per (R7 (C)

Preuve : La propriété d’othonormalité est évidente. Le fait que la
famille est totale est démontré en exercice.

nez est une base Hilbertienne

Corollaire : On retrouve les propriétés des séries de Fourier (dans un
cadre un peu plus général) : pour f € L2 (R,C), on a

2m—per
1 27 ) )
f0 =Yg [ sty e,
neZ 0
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la convergence ayant lieu au sens de la norme de L3 _ (R, C) (en partic-
ulier, attention au fait que f n’est défini que presque partout).

De plus, on a 1’égalité de Parseval (toujours pour f € L2 (R,Q) :

2m—per
2
om [P dr =Y

neZ

2

27 )
fly)e " dy
0

Proposition : (Transformée de Fourier des fonctions de L?) Pour f €
L' L2 (RY), on a f € L2(RY) et

11y = 20 1.

Preuve : On la fait au niveau formel (sans se préoccuper de la validité
des calculs), et pour f a valeurs réelles.
D’apres la formule d’inversion,

(g a)) = (2m ™ [ eeqieras

si bien que

(g+9)(0) = (27) Y / a6 de.

RN
En considérant g = f, on obtient

/ FOPRde= @0 [ Fy)dy

RN
= @n) | J)*dy.
BN
Comme L'N L%(RYN) est dense dans L#(R™), on en déduit que la trans-
formée de Fourier se prolonge en une (quasi)-isométrie de L2(R™Y).

4.3 Exemples d’opérateurs

Définition : Soit H un espace de Hilbert. On appelle opérateur borné
sur H une application linéaire continue de H dans H. On appelle opérateur
non-borné sur H une application linéaire de A dans H, ou A est un sous-
espace dense de H (pour la norme de H).

Exemple : Lorsque H = L*(R"), on prend souvent A = D(RM).
Ainsi, les applications f — z; f et f+— 0., f sont des opérateurs non bornés.
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Définition : Lorsque 7' est un opérateur sur H (de domaine A), on dit
que u est un vecteur propre de T" et A (€ C) une valeur propre de T' lorsque

uw€A—{0} et Tu=Au.

Remarque : En dimension finie, on sait que pour une application
linéaire, 'injectivité et la surjectivité sont équivalentes. Ceci n’est plus le
cas en dimension infinie, méme pour les opérateurs bornés.

Exemple : Ainsi, on pose Ty : (tn)nen = (Un—1)nen (avec Tg(uy ) nen|o =
0 et Tyt (Un)nen = (Unt1)nen, opérateurs de shift & droite et a gauche. On
voit que Ker(Ty) = {0} (0 n’est donc pas valeur propre de Ty). Par contre
Im(T;) # H. Réciproquement, Ker(T,) # 0, mais I'm(T,) = H.

Définition : Soit 7" un opérateur. On dit que T est formellement
autoadjoint si < Tz|ly >=< z|Ty >, formellement antiautoadjoint si <
Tz|ly >= — < z|Ty > et formellement unitaire si < Tz|Ty >=< z|y >.

Exemple : L’opérateur f — z f est formellement autoadjoint, 'opérateur
f = f est formellement antiautoadjoint, et 'opérateur (27)~N/2F est
formellement unitaire.

Proposition : Les valeurs propres d’un opérateur formellement au-
toadjoint sont réelles, celles d’un opérateur formellement antiautoadjoint
sont imaginaires pures, et celles d’un opérateur formellement unitaire sont
de module 1. De plus, les vecteurs propres correspondant a des valeurs
propres différentes pour de tels opérateurs sont orthogonaux.

Exemple : On considere 'opérateur f — f'sur L3 (R,C). Ses

valeurs propres sont les ¢n, avec n € Z. Ses vecteurs propres sont les
x — €7 (connus pour former une famille orthogonale).

En fait ses vecteurs propres forment une base Hilbertienne, et cette sit-
uation se généralise a beaucoup de cas (mais pas toujours : il suffit de con-
sidérer le méme opérateur sur L?(R)). On peut montrer le résultat suivant :
Soit H un espace de Hilbert (séparable) et T un opérateur borné vérifiant
la propriété : T'(B(0,1)) est (relativement) compact dans H. Alors si T
est formellement autoadjoint, il existe une base Hilbertienne de H formée
d’une suite de vecteurs propres de T'. Les valeurs propres correspondantes
forment une suite de réels tendant vers 0. Si 'on remplace formellement au-
toadjoint par formellement antiautoadjoint, la suite de valeurs propres est
formée d’imaginaires purs. Il arrive (souvent) que 7' ne soit pas compact
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mais que pour un certain A € C, (T — A 1d)~! soit (bien défini et) compact.
Dans ce cas, on lui applique le théoreme.

Les criteres de compacité dans les espaces de type L? sont en général
compliqués (en particulier il y a toujours dans ce type d’espace des fermés
bornés qui ne sont pas compacts, par exemple la boule unité fermée). Voici
un tel critere : si F est une famille bornée dans L?(RY) vérifiant

lim sup/ f(x)|*de =0,
R—>-I—<>0fe}- B(07R)c| ( )|

lim sup/B(OR)c|f(§)|2d§:07

R—+o00 ferx

alors F est relativement compacte dans L2(R™Y).

En fait, on voit d’apres ce critere qu’il faut se prémunir des familles
ou “la masse part a l'infini” telles que 1},_,<; et des familles “oscillantes”
telles que sin(n ) 1jy<1-

4.4 Exercices

Exercice 1 : Le théoreme de projection. Soit H un espace de Hilbert,
< |- > son produit Hermitien, et || - || sa norme. On considere z € H et F
un sous-espace vectoriel fermé de H. Enfin, on note d = inf e ||z — y||.

1. Montrer la “propriété de la médiane” :

!
= 5 (lelP+ 1)

2. On considére une suite (y,,)nen de F vérifiant ||z —y, || — d. Montrer
que pour tout p, ¢ € N, on a

2

r+y n

2

r =Yy
2

Va,y € H,

1 1 1
o = ll < 4 (1l = ll+ Sl = sl = 1o = 3 0+ )1

En déduire que (y,,)nen est une suite de Cauchy de H, qui converge vers un
élément de F' que l'on notera pp(z), et qui vérifie ||z — pr(2)|| = d.

3. En considérant pp(z) + <y, avec y € I, et ¢ € C, montrer que

<z —pr(z)ly>=0.
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4. Réciproquement, on suppose que z € I vérifie la propriété :
Yy € F, <z —zly>=0.
Montrer que z = pp(z).

5. Montrer que si F' # {0}, alors pp est une application linéaire dont
la restriction & I est l'identité et qui est de norme triple égale a 1. Pour
cette derniere propriété, on pourra remarquer que l'on a le “théoreme de
Pythagore”:

Ve e 0, e]|* = [lpr(@)|I* + l(pr - 1d)(2)]]*

Exercice 2 : La famille (e, : x € C— eim’)nez est totale.

1. On considere la fonction

Montrer que

2. Soit f: R — C une fonction continue et 27-périodique. On note

1 /7r sinz(% y)

TN+, sind(Y)

Kn(f)(2) f(x —y)dy.

Montrer que Kn(f) € Vect((en)|n|§N)-

3. Montrer que

Montrer que pour § > 0 (assez petit),

2 1k
N T g S e ) = @l

Kn(f)(2) - ()] <
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En déduire que Kn(f) converge uniformément vers f lorsque N — 4o0.

4. En utilisant la densité des fonctions continues et 27-périodiques dans
les fonctions de L3, _ . (R, O pour la norme de L3, (R,C), montrer que
la famille (e, : # € C+ €"7), 7 est totale dans cet espace (c’est a dire que

’espace vectoriel qu’elle engendre est dense).

5 Distributions

5.1 Nécessité de dériver des fonctions non dérivables

On considere un fluide de densité p, de vitesse u = (uq,uz, us) et de
température T'. Chacune de ces quantités est une fonction des variables ¢ et
x représentant le temps et la position. On suppose que le fluide obéit aux
lois d’état thermodynamiques

p=pp,T), e=e(p,T),

ol p est la pression du fluide, e son énergie interne.
Les équations d’Euler des fluides compressibles s’écrivent

dip+ divg(pu) =0, (2)
d(pu;)+ divy(pu;u) + 0p,p =0, (3)

2 2
at(p%—l—e)—l— divx((p%—l—e—l—p)u)zo. (4)

Une version (treés) simplifiée de ces équations est le modeéle de Biirgers,
dans lequel z € R, et u = u(t, ) vérifie I'équation

du+ udyu = 0.

On ajoute la condition initiale u(0, 2) = ug(z).
Supposons que 1'on dispose d’une solution u de classe C'([0,7T] x R)
(supposée bornée) de I’équation de Biirgers. On considere ¢,, définie par

200 (t) = u(tv (bl’o (t))v (bl’o (0) = Zo-

Une telle fonction de C'([0, T]) existe d’apreés le théoréme de Cauchy-Lipschitz
(et son extension parfois appelée théoreme des bouts).
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On voit que

{0, 0) ) = 0000, () + 5, 0 220,02, 0)

= Oru(t; Puo (1)) + ult; Ouo (1)) Drull, Py (1))
=0.
On en déduit que

ult, ¢uo (1)) = u(0, Py (0)) = uo(wo)-

Donc
%0 (t) = uo(zo),
et
G (1) = o + ug(20) L.
Finalement,

u(t, xo + uo(zo) t) = uo(zo).

Si ug n’est pas croissante, alors on peut trouver z; < 3 tels que wugp(z1) >
up(x2). Mais alors il existe t > 0 tel que 21 + ug(21)t = x2 + ugp(zz)t. Si
t <T, on en déduit que ug(z1) = ug(xz2), ce qui est absurde.

On en déduit que des que ug n’est pas croissante, alors il n’y a pas de
solution de classe C''([0,T] x R) (bornée) de 1’équation de Biirgers lorsque
T est assez grand.

Le méme type d’analyse est valable pour les équations d’Euler des flu-
ides compressibles. Au bout d’un temps T, sauf exception, il y a apparition
de singularités (discontinuités) dans les solutions de ce type d’équations (en
physique, on les appelle des chocs). Il faut alors pouvoir donner un sens aux
équations lorsque les inconnues ne sont pas dérivables (et méme, en fait, pas
continues).

Finalement, on voit qu’il est nécessaire de définir la dérivée d’une fonc-
tion non dérivable (et méme non continue).
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5.2 Fonctions C'™ a support compact

Soit ¢ : RV — R une fonction continue. On rappelle qu’elle est &
support dans un ensemble fermé K si pour @ € K¢, ¢(x) = 0. On dit qu’elle
est a support compact s’il existe R > 0 tel que pour z € B(0, R)°, ¢(z) =0
(A° désigne le complémentaire de A, c’est-a—dire R — A). On peut vérifier
que cela signifie bien que son support est compact !

Définition : On note D(RY) I'ensemble des fonctions C* & support
compact de RV dans R.

La proposition suivante montre que 'on peut fabriquer de nombreuses
fonctions de D(R™).

Proposition : L’espace D(RY) est dense dans L'(R") pour la norme
de LY(RM).

Preuve : On commence par remarquer que L!(RY) est dense dans
LY(RM) pour la norme de L'(RYN). En effet, si f ¢ LY(RY), la suite
Jo = F1B(on) est dans LYRYN) et converge vers f dans L'(RY) du fait
du théoreme de convergence dominée.

Il suffit donc de montrer que D(RY) est dense dans LL(RY) pour la
norme de L'(R™). Pour cela, on considere f € LL(RY). Alors la suite
fn = [ * ¢y, ol ¢, est une suite régularisante, est de classe C°° et converge
dans L'(RY) vers f. On conclut en remarquant que le support de f, est
inclus dans B(0, R+ 1) si celui de f est inclus dans B(0, R).

5.3 Définition des distributions, convergence au sens des dis-
tributions

Définition : On appelle distribution une forme linéaire (c’est-a—dire
une application linéaire & valeur dans R) T sur D(RY) “continue”, c’est—a—
dire telle que pour toute fonction ¢ € D(RY), & support dans B(0, R),

|<T,¢>|<Cr Y sup |07¢(z)|.

N
|o|<pr “EF

On note D'(RY) I'ensemble des distributions (c’est clairement un espace
vectoriel).
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A toute classe de fonctions f € L _(RY) est associée une distribution
notée 7'y définie par

<Tf,q§>:/ f(z) ¢(z) da.
reRN
En effet (si ¢ est a support dans B(0, R)),

| <Ts, 0> | <||fllevB(o,R)) SURP |p(@)].
ze

On peut identifier f a Ty grace au résultat suivant d’unicité :
Proposition : Soit f,g € LL_(RY). Alors Ty =T, = f=g¢.

Preuve : On la fait lorsque f, g sont bornées.

Il montre que [(f —g)1s_g>0 1B(o,ry = 0. Pour cela, on approxime
lf—4>0 1B(0,r) par des fonctions de D(RY) en posant h,, = Ly—g>0 lB(o,R) *
¢rn, OU ¢, est une suite régularisante. On sait que h, est de classe C,
et que d’autre part le support de h,, est inclus dans B(0, R 4+ 1). On en
déduit que (puisque Ty = Ty), [(f —¢g)hn = 0. Or hy = 1r 50 lpo.R)
dans L'(RV), et comme f — g est supposée bornée, on en déduit du fait de
la convergence dominée que [(f —g)1ls_g>0 1B(o,r) = 0. Done f < g (p.p.)
sur B(0, R), et en changeant le role de f et g, f = g (p.p.) sur B(0, R). On
conclut en prenant R arbitrairement grand.

Attention : a deux fonctions égales presque partout correspondent la
méme distribution.

De nombreuses distributions existent qui ne sont pas de la forme 77.
En particulier, la masse de Dirac 8§y définie par < 8y, ¢ >= ¢(0), et ses
dérivées < 3989, ¢ >= (=1)1*1924(0). On définit également (pour N = 1)
les distributions

<vp(1) ¢ >= lim ol )d —|—/+Oo@d

e=0/_

et

Y ERpSy FEELUREEOM
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Définition : On dit d’une suite de distributions (7},).ern (sur RY)
qu’elle converge vers une distribution T lorsque V¢ € D(RN), < T, ¢ >—<
T ¢ >.

Exemple : Si f, — f dans LY(RY), alors T}, — T} dans D'(RY).
Mais attention, une suite de fonctions peut converger dans D'(RY) vers
une distribution qui n’est pas une fonction : ainsi, les suites régularisantes
convergent vers dg. Enfin, si Ty, — T, dans D’(RN), alors on n’a pas
nécessairement Tp — T2 dans D'(RY). Ainsi, sin(nz) — 0 dans D'(R),
mais sin(nz)? — 1/2 dans D'(R).

5.4 Dérivation et multiplication

Définition - Proposition : Pour ¢ € C°(RY) et T € D'(RY), on
note ¢ T la distribution définie par

< oT, ) >=<T,dp1p > .

Pour montrer qu’il s’agit bien d’une distribution, on utilise les formules de
Leibnitz.

Proposition : On prolonge ainsi la multiplication des fonctions, autrement
dit Ty =Ty .

Preuve : Pour toute fonction test 1,

< QT >=<Ty, 01 >

Attention : on ne peut multiplier en général une fonction peu réguliere
par une distribution, encore moins deux distributions.

Exemple : z vp(%) =1 (ou plus précisément 11), ¢ 5o = ¢(0) dp.

Définition - Proposition : Pour 7 € D'(RY), on note 97 la distri-
bution définie par

<OT, ¢ >= (=)l <1 g7 >
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On vérifie immédiatement qu’il s’agit d’une distribution.

Proposition : On prolonge ainsi la dérivation (a-ieme) des fonctions
de classe C'1°l, autrement dit pour f € C|a|(RN), 0Ty = Thay

Preuve : Pour toute fonction test ¢, et [ € C|a|(RN),

< 0Ty, ¢ >= (=)l < T, 0% >
= (0P [ £y 90(0) da
= [0 (@) o) o

=< Taaf7¢> .

On calcule la dérivée au sens des distributions des fonctions d’une vari-
able ayant des discontinuités simples (parfois dites “de premiere espece”)

grace a la “formule des sauts” :

Proposition : Soit f une fonction de R dans R, de classe C' par
morceaux. On note (2;);er Uensemble (fermé discret) de ses points de dis-

continuités, et f;—L =lim,_ x+ f(z). Alors,

(T = 1"+ _(fF = 17) b

el
Proposition : Dans R?, on a
—A(Tx,_)|x|—1) = 47‘1’(;0.

Preuve : On note n(z) = —% la normale extérieure a B(0,¢)°. Pour

||
une fonction test ¢, on calcule

<—AWTU¢>:—/IM*AMMM
RS
== [ el adle)de+O(E)
B(0,5)¢

— [ el ) Vole)da~ [ fa7Vote) - nle) dofa) + O
B(0,5)¢

S5(0,¢)

:/ —|z|™ 2 - Vo(z) dac—l—e_l/ Vo(z) - idU(aE)—I—O(eSz)
B(0,5)¢

S(0,¢) ||
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= [ Vel swyde = [ el nle) 6(e) do(a) + OC)
B(0,5)¢

S5(0,¢)

= [ el o) dofa) + OF)
S5(0,¢)

== [ oty doly) +OC)
5(0,1)
=47 ¢(0) + O(e).
Remarque : Le méme calcul montre que pour tout y € R?,
—A(Tx,_)|$_y|—1) = 47T(Sy.

Ceci permet de faire le lien entre ’équation de Poisson de I’électrostatique
et le potentiel créé par une charge ponctuelle.

Proposition : La multiplication par une fonction € et la dérivation
sont des opérations continues pour la convergence au sens des distributions.

5.5 Convolution et transformée de Fourier des distributions

Proposition : Pour 7 € D'(RV) et ¢ € D(RY), on pose (T x¢)(z) =<
T,¢(x —-) >. La fonction T * ¢ est de classe C™ sur RV et vérifie

9°(T % &) = T % (9°¢) = (9°T) * &.

Proposition : Pour ¢ € D(RY), on a & * ¢ = &, plus généralement
8“50 * Qb = 8a¢‘

Corollaire : Pour f € D(R?), on a

f)
—-A ——>—dy | = f(z).
( e p—tll f(z)
Cette formule permet d’inverser le Laplacien sur R, On dit que (z, y) —
—% est la fonction de Green de cet opérateur.
™ |z—yl
Remarque : En fait, il est possible de définir la convolée de deux dis-
tributions dans beaucoup de situations (par exemple pour deux distributions
dont I'une est a support compact), mais pas en toute généralité.
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Pour définir la transformée de Fourier des distributions, on se heurte
au probleme suivant : comme

f© o) de= | f(2)d(e) da,
RN RN

on est amené & poser pour 1 € D'(RY),
<FT,op>=<T,Fop>.

Mais lorsque ¢ € D(R™), on ne peut avoir F¢ € D(RN) (sauf si ¢ = 0 p.p.).
C’est en effet une des versions du principe d’incertitude de Heisenberg : on
peut s’en rendre compte en développant z — e~'"¢ en série entiere.

Pour résoudre ce probléeme, on introduit 'espace S(RY) des fonctions
> & décroissance rapide :

Définition : On pose
SRM) = {f e C*[R"Y,C), VaeNV leN,
Coz,l
(L+ ]z~
Exemple : Les fonctions de D(R) sont dans S(R). Mais les fonctions

de la forme z — P(z) e=**/2 ol P € C[X], sont également dans S(R), alors
qu’elles ne sont pas dans D(R).

E|C’oz,l > 07 |8af(x)| <

L’intérét des fonctions de S(RY) pour la transformée de Fourier provient
de la proposition suivante :

Proposition : Pour f € S(RY), on a f € S(RV).
On définit maintenant I'espace S’(RY) des distributions tempérées :

Définition : On appelle S'(RY) I'ensemble des formes linéaires 7" sur
S(RYN) vérifiant la propriété suivante : Ip,q € N, C' > 0,

Vo e S(RY), |<T,¢>|<C  sup (1+][2*)?|0%¢()].
l’ERN,|Oz|Sp

Exemple : Toute fonction a croissance polynomiale, et méme toute
dérivée (au sens des distributions) de fonction a croissance polynémiale, est
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une distribution tempérée. Par contre, une fonction a croissance trop rapide,
méme C'°, telle que z — €”, ne définit pas une distribution tempérée.

Définition - Proposition : Pour T € §’(R"), on pose
<FT,op>=<T,Fop>.
On définit ainsi une distribution tempérée.

Remarque : Cette définition de la transformée de Fourier prolonge
celle de la transformée de Fourier des fonctions de L'. En d’autres termes,
pour f € LYRY), T = T;.

Exemple : 50 =T, 1.

Les formules obtenues pour la transformée de Fourier dans L! se pro-
longent pour la plupart & la la transformée de Fourier dans &’ des qu’elles
gardent un sens.

Ainsi,
d . — T )
T=—iz; T, —i&T.
e v o, '€

De méme, on a la formule d’inversion de Fourier :
FFT = 2m)NT(-).

On déduit de ces formules de nombreuses transformées de Fourier.
Ainsi, en dimension 1,

52) =Ty sia, T/x—\ﬂ = 27 do.

De méme, en dimension 3, on peut montrer (mais c’est un peu plus difficile)
que F(z = |z|™1) = (€ = 47]€]7?), ce qui est une réinterprétation de la
formule donnant la solution élémentaire du Laplacien. On verra au chapitre
suivant d’autres calculs de solution d’EDP & partir de la transformée de
Fourier.
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5.6 Exercices

Exercice 1 : La convolée d’une distribution et d’une fonction test est
réqulicre.

1. En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre 2,
montrer que si ¢ € D(R), alors pour tout @ € R, |h| < 1, et [ intervalle
borné de R, la norme infinie sur I de la dérivée k-ieme (k € N quelconque)
de la fonction y — ¢(x+h —y) — ¢(x —y) — h¢/'(2 — y) est majorée par une
constante fois |h|2.

2. En déduire que si T est une distribution sur R, alors T x ¢ est une
fonction de classe C! de dérivée T x ¢'. Montrer par récurrence que T * ¢
est une fonction de classe C'°°.

3. Généraliser le résultat précédent en dimension N > 1.

Exercice 2 : La transformée de Fourier envoie S(RY) dans lui-méme, et
S'"(RN) dans lui-méme.

1. Soit f € S(RV), o € NV et [ € N. Montrer qu’il existe C' > 0 telle
que

N+ 113 0 flloo < CI(Id = A)[()* ]2
2. En déduire que

I+ P o flle<c Y /|x|b|mf(x)|dx.

[BI<]a],[vI<2t
3. Montrer que pour tout £ > 0,

@+ [0 fllee < Ce |S|u<1£;l||(1+ | [PV FRDEH G
Y=

En déduire que S(R™) est invariant par la transformée de Fourier.

4. Montrer que si T est une distribution tempérée, alors FT est égale-
ment une distribution tempérée.

Exercice 3 : Montrer que vp(l/z) est une distribution (sur R). Montrer
qu’elle est limite au sens des distributions de la suite % Lig|>1/n-
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Exercice 4 : Montrer que Pf(1/x?) est une distribution (sur R). Montrer
qu’elle est limite au sens des distributions de la suite x% Lig|>1/n-

Exercice 5 : Résoudre dans D'(R) I’équation T = 0, puis 1’équation
T’ = 0, et enfin I"équation 77 = T

Exercice 6 : Calculer la dérivée au sens des distributions de la fonction
z — +/|z|, puis la dérivée et la dérivée seconde au sens des distributions de
la fonction = — log |z|.

6 Equations aux dérivées partielles

6.1 Equations d’ordre 1 : la méthode des caractéristiques

Pour résoudre les équations d’ordre 1 du type
du+ a(t,z) dyu =0,

u(0, ) = ug(x),

ot linconnue est u = u(t,z), avec t > 0,2 € R, on introduit I"équation
différentielle dite caractéristique

g (1) = a(t, P (1)),
¢1’0 (0) = 29.

Si @ a de bonnes propriétés, alors grace au théoreme de Cauchy, ¢, est
bien définie pour ¢ > 0. On remarque que si ¢,, est une solution de cette
équation, alors

%(t — u(t, ¢z (1)) = 0.

En effet,

%(t =l G (1)) = Dyl o (1)) + Piy () Do ult, bur (1))

Alors u(t, ¢z, (t)) = uo(zo) : on dit que u est constante le long des
caractéristiques.
On conclut en posant @ = ¢, (t) et en “résolvant” cette équation en zq (on
remonte les caractéristiques). On obtient ainsi I'expression de z¢ en fonction
de z et t : x¢g = ¢(t,x). Ainsi, on peut exprimer:

u(t,z) = uo(g(t,z))
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Exemple : Si on considere ’équation d;u + c¢du = 0, ot ¢ est une
constante, on retrouve la solution classique u(t,z) = ug(z — ct).
En effet, les caractéristiques sont ¢, (t) = 29 4+ ¢t. On trouve alors que
zg = x — ct = g(z,t) le long des caractéristiques ce qui nous donne la
solution.

Remarque : cette méthode dite méthode des caractéristiques fonc-
tionne aussi si I'inconnue u est fonction de plusieurs variables (en plus de ¢),
et que 'on a une EDP du type

du + Zaiamu =0.

Les caractéristiques sont alors des courbes en dimension supérieure, que ’on
“remonte” de la méme maniere. Par contre, cette méthode ne marche plus
quand u est a valeur vectorielle.

Strictement parlant, ce calcul est une “analyse” du probleme, qui per-
met de trouver un unique “candidat-solution”. En fait on vérifie qu’il s’agit
effectivement d’une solution (on peut le faire directement sur les cas pra-
tiques).

Les courbes caractéristiques s’interprétent comme les isovaleurs (ou
courbes de niveau) de la solution de 'EDP.

Exemple : Considérons I’équation:
Ovu — y Ogu(t, z,y) + x0yu(t,z,y) = 0,

u(0, z) = up(z).

Alors, par la méthode des caractéristiques, on trouve comme solution pos-
sible du probleme:

u(t,z,y) = ug(x cos(t) + y sin(t), y cos(t) — z sin(t)).

On peut vérifier directement que c’est bien une solution au probleme.
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6.2 L’équation de la chaleur

On considere le probleme de Cauchy suivant:

(8, — Ap)u(t,z) = 0, sur ]0, +oo[xRY
u(0, ) = ug(x),

oll ug est continue, bornée et dans L'(R™).
On commence par I’analyse du probléeme: soit u une solution. On utilise la
transformée de Fourier partielle (en ) de w notée @. On a :

(D + 1€[*)a(t, €) = 0, sur J0, +oo[xR™
(0, &) = 1o ().
On peut alors résoudre ce probleme :
a(t, &) = tio(¢) ' ¥F

_leP?
e 4t
(Var )V’

Or, si l'on considere, a t > 0 fixé, la fonction Ey(z) = on peut

observer que sa transformée de Fourier (en z) est:

(€)= e—tIER

On a donc un produit de deux transformées de Fourier, qui est égal a la
transformée de Fourier du produit de convolution (en z). Ainsi,

a(t, &) = ug ¥ Ey(€)

On obtient donc I’égalité des fonctions presque partout:

1 _la=yP?
u(t,z) = W/RNe at ug(y) dy

Il reste a vérifier que ’on a bien trouvé une solution.

Proposition : Si la fonction ug est continue, bornée et intégrable, alors
la fonction w donnée par :

1 _le—u
u(t,z) = W/ﬂ@\f@ 7 ug(y) dy
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est de classe C* dans ]0, +oo[xR"N et vérifie I'équation de la chaleur. De
plus u est continue sur [0, +oo[xRY.

Remarque : Si on suppose juste que wug bornée et intégrable, on a
seulement que u(t,.) converge vers ug dans L'(R") quand ¢ tend vers 0.
Enfin si ug est seulement bornée, alors on doit se contenter de la convergence
presque partout de u(t, z) vers ug(z) quand ¢ tend vers 0.

Preuve : En utilisant le théoreme de dérivation sous le signe somme
dans les domaines Je, +0o[xR", on montre que u est bien C* sur ]0, +-oo[xRY.
On en déduit aussi I'expression des dérivées partielles de u (on fait ici le cal-
cul dans le cas N=1) :

-1 |z —y?| \ _le—uP
8 = 4t d
" /(t\/zm T t)e toly) dy

_le=u®

890“ 4t Uo(y) dy7

m/ T

|x —y)?\ el
Ainsi (0¢ — Opp)u(t, z) = 0 sur ]07 +oo[xR
Enfin, comme [,y Ey(z)dz =1, 0n a:

1 _ L
u(t,z) —ug(x) = /RN W@ a0 (ug(z —y) — uo(x)) dy

1 _
- /RN We > (ug(z — V2t y) — uo(2)) dy,

et on conclut par convergence dominée, car ug est bornée et continue.

6.3 Exercices

Exercice 1 : On considere ’'EDP du premier ordre
Quu(t,z) + (x4 t) Opu(t,z) = (1 +z +t) ult, z), (F)
munie de la condition initiale u(0, z) = ug(z).
1. Calculer la fonction ¢, (¢) définie par ’équation différentielle

Do (1) = P (1) + 1
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munie de la condition de Cauchy u(0,z) = ug(z).

2. Soit u une solution (de classe C') de (E). On pose 1, (t) = u(t, ¢z, (t))-
Trouver une équation différentielle (et une condition de Cauchy) satisfaite
par 17;,. Résoudre ce probleme de Cauchy.

3. En déduire une formule explicite pour la solution de (E). Vérifier
que cette formule fournit effectivement une solution.

Exercice 2 : La solution élémentaire de [’équation de la chaleur

1. Montrer que sur R} X R,

2
Ed

(0 — A) (%) — 0.

2. Montrer que pour ¢ € D(R x R),

< (0 — Az)(Liso

[ ] [ s

3. Montrer que pour ¢ € D(R x R),

< (0 — Az)(Liso

e 2
= [ S VER dy+ 0l
R
En déduire la solution élémentaire de I’équation de la chaleur.

Exercice 3 : I ’équation des ondes en dimension 1
Soit u une solution réguliere et a décroissance suffisamment rapide dans
la variable = de I’équation

duu(t,z) — Oppult,z) =0, (0)
u(0, ) = ug(x),
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du(0,z) = uq ().

1. Montrer que la transformée de Fourier en & de u (notée u) est donnée
par la formule

sin (t€)
e

2. Calculer la transformée de Fourier des distributions 1 (&, + d_;) et

a(t, &) = o (§) cos(t€) 4 @1 (€)

1[—t,t] .

3. Montrer que
1 1 r+1
ult,z) = §(u0(ac—|—t)—|—u0(ac—t))—|—§/ i (2) d=

r—t

est “la” solution de I’équation des ondes (O).

Exercice 4 : [ ’équation des ondes en dimension 3
Pour ¢ > 0, on définit J|, =, comme élément de D'(R?) A laide de la
formule

< 5|x|:t7 ¢ >= / ¢(t U) dU7
c€S2
pour ¢ € D(R?).
1. Montrer que
F(Oa)=t) = Te an sine (t1e):
2. En déduire “la” solution de I’équation des ondes en dimension 3
Ipu(t,z) — Agu(t,z) =0, (03)
u(0,2) = uo(a),
Fpu(0, ) = uy(x),

en utilisant une dérivée en temps pour le terme faisant intervenir ug (on ne
cherchera pas a justifier les calculs).
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